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Punctul lui Mathot este asociat unui patrulater inscriptibil, avand pro-
prietati remarcabile si conexiuni cu alte puncte notabile. Studiat in diverse
contexte, acest punct este definit prin intersectia maltitudinilor (dreptele care
trec prin mijloacele laturile si sunt perpendiculare pe laturile opuse). In
literatura de specialitate, demonstratiile proprietatilor sale sunt adesea bazate
pe geometria sintetica. In acest articol, abordam punctul lui Mathot dintr-o
perspectiva vectoriald, metoda care permite o tratare eleganta a proprietatilor
sale. Prin utilizarea formalismului vectorial, reusim sa demonstram intr-un
mod unitar atat rezultate bine cunoscute, cat si unele proprietati originale:
4,8 d).

Teorema 1 (Mathot). Intr-un patrulater
wscriptibil, dreptele care trec prin mijloacele la-
turilor si sunt perpendiculare pe laturile opuse
sunt concurente.  Punctul de concurentd se
numeste punctul lui Mathot sau anticentrul pa-
trulaterulus.

O demonstratie poate fi gésita in [1]. Daca
ABCD este un patrulater inscriptibil cu E si F
mijloacele diagonalelor, G mijlocul segmentului

1>Pr0fesor, Colegiul National ,Mircea cel Batran”, Constanta.
1)Profesor, Colegiul National ,Mircea cel Batran”, Constanta.
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EF si O este centrul cercului circumscris patrulaterului, atunci M = simgO
este punctul lui Mathot. Cum G este centrul de greutate al patrulaterului,
punctul lui Mathot verifica OM = 200G si din OA + OB + ocC + 0D = 40C
deducem urmétoarea teorema de caracterizare vectoriala.

Teorema 2. Punctul M este punctul lur Mathot al patrulaterului in-
scriptibil ABCD dacd si numatr dacd OA + OB + oC + OD = 20M.

In continuare vom prezenta cateva proprietati ale acestui punct.

Proprietatea 1. Punctul Mathot al unui patrulater inscriptibil si or-
todiagonal este punctul de intersectie a diagonalelor.

Demonstratie. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, O centrul cercului
sau circumscris, { K} = ACNBD, E mijlocul diagonalei BD si F al diagonalei

AC. Deoarece OEKF este dreptunghi, avem O? + (ﬁ = O?( si deducem

(74 + O? + (ﬁ + @ = 20—I>(, deci K este punctul Mathot. O

Lema 1. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, O centrul cercului siu
circumscris, {K} = AC N BD si Oy, Oz, O3, Oy centrele cercurilor circum-
scrise triunghiurilor AKB, BKC, CK D, respectiv DK A. Atunci:

a) Patrulaterul 01020350 este un paralelogram.

b) Daca I' este centrul paralelogramului 01020304, atunci I' este mi-
jlocul segmentului OK.

Demonstratie. a) Deoarece 0103 si O304 sunt
mediatoarele segmentelor BK, respectiv DK, de-
ducem ca 0102 || O304. Analog 0104 || 0203,
asadar 01020304 este un paralelogram.

b) Dreapta O10 este mediatoarea segmentului
AB, deci 010 L AB. Fie {S} = O3K N AB.

Din relatiile <KO0302 = <«BDC = 4<BAC si
JAKS = <CKOQO3 deducem ca O3K 1L AB, de unde
001 || O3K. Analog aratam ca OOs || O1 K, adica
001 KOs este paralelogram. Astfel, I' este mijlocul segmentului OK. O

Proprietatea 2. Fie ABCD un patrulater inscriptibil, O centrul cer-
cului sdu circumsceris, {K} = AC N BD si Hy, Ha, H3, Hy ortocentrele
triunghiurilor AKB, BKC, CKD, respectiv DKA. Atunci HiHoH3sHy este
un paralelogram cu centrul in punctul Mathot al patrulaterului ABCD.

Demonstratie.  Folosind relatia lui Sylvester,
avem, cu notatiile din lema 1: 014 + OB+ 01K =
O1Hq, OQB + OQC 4+ O K = OyH,, Ogd + OgD +
OsK = OsHs, 0415 + O4A + O4\K = O4H4. De
aici H1Hy = H1O1 + 0109 + OoHy = AO71 + BO7 +
KO1 4 0103 + 03B 4 05C 4+ OoK = 20,01 + A
si HyH3 = H404 + 0403 + O3H3 = DOy + AO4 +
KOy + 0403 + 030 + OgD + 03K = 20304 + ﬁ
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Din Lema 1 stim cd 01020304 este un paralelogram, deci 0201 =
030;. Aga_der avem HiHy = HyHgz, adicd H1HoH3H, estegparalelogram.
Folosind OA + OB + OC + OD = 20M si 00, + 004 = OK (din lema 1),

avern

OHi +OH;  OO1+ 01A+ O1B + 01K + 003 + 03C + O3D + O3K
2 B 2
— 0,0 + 030 + OK + OM = OM,

adica centrul paralelogramului Hy Ho H3H, este punctul lui Mathot al patru-
laterului ABCD.

Proprietatea 3. Fie ABCD un patrulater inscriptibil si Ha, Hp, Hc,
Hp ortocentrele triunghiurilor BCD, ACD, ABD, respectiv ABC. Atunci
dreptele AH4, BHg, CHc, DHp sunt concurente in punctul lui Mathot al
patrulaterului ABCD si patrulaterul H4HpHc Hp este congruent cu ABCD.

Demonstratie. Folosind relatia lui Sylves-
‘ﬁ&ve&m—i—ﬁ: OB + 0C + 0D +
OA =20M. De aici, M este mijlocul segmen-
tului AH4. Analog, M este si mijlocul seg-
mentelor BHg, CHc, DHp.

Avem apoi HsHp = OHp — OH, =
0A+0C+0D—0B—-0C—0D = 0A-OF =
AB si analoagele, ceea ce justifici si a doua
afirmatie. O

Observatia 1. Punctul Mathot este mijlocul segmentelor AH4, BHp,
CHg, DHp.

Observatia 2. Patrulaterul HyHpHcHp este simetricul patrulateru-
lui ABCD fata de punctul Mathot al sau.

Observatia 3. Punctul Mathot al patrulaterului H4HpHcHp coin-
cide cu cel al patrulaterului ABCD.

Proprietatea 4. Punctul Mathot al unui patrulater inscriptibil este
ortocentrul triunghiului format de mijloacele diagonalelor si punctul de inter-
sectie al acestora.

Demonstratie. Dacd notam cu E
si F' mijloacele diagonalelor AC' respec-
tiv BD, folosind observatia 1 deducem
cd MUF este linie mijlocie in triunghiul
BHgpD, deci MF || DHp.

Cum DHp 1 AC avem MF 1 AC
si analog ME 1 BD. De aici rezultd ca
M este ortocentrul triunghiului KEF. O
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Proprietatea 5. Fie ABCD un patru-
later inscriptibil, M punctul sau Mathot si O4,
Op, O¢, Op centrele cercurilor Fuler asoci-
ate triunghiurilor BCD, ACD, ABD, respectiv
ABC. Atunci:

a) Oa, Op, Oc, Op se afld pe un cerc cu
centrul in M ;

b) cele patru cercuri Euler se intersecteazd
in M;

c) cele patru cercuri Euler si cercul format de O, Op, Oc, Op sunt
congruente.

Demonstratie. Avem

—
OB+0C+0D 0A+0B+0C+0D A0
r 2 2 o2
si de aici MOy = -, unde 7 este raza cercului circumscris patrulaterului.

MOs =004 —-0M =

Analog pentru celelalte puncte si, cum raza cercurilor Euler este jumatate
din raza cercului circumscris triunghiului, avem cele trei concluzii. O
Folosind MO 4 = - si MOp = - avem O 0 = MO — MOy =

—
BA si analoagele, de unde deducem

N =

Proprietatea 6. Patrulaterele O4OpOcOp si ABC'D sunt asemenea.

_O_f4+0?+(ﬁ+o_ﬁ B

2

Apoi MO, + MOg + MOg + MOp, =

—4102? = —20752]\@22]\@ si de aici

Proprietatea 7. Punctul Mathot pentru O,0g0OcOp este centrul de
greutate al patrulaterului ABCD.

Proprietatea 8. Fie ABCD un patrulater inscriptibil si Ga, Gp,
Gc, Gp centrele de greutate ale triunghiurilor BCD, ACD, ABD, respectiv
ABC. Atunci

a) Patrulaterele GaGpGcGp st ABCD sunt asemenea.

b) Dreptele AG 4, BGg, CGc, DGp sunt concurente in centrul de greu-
tate G al patrulaterului ABCD.

c¢) Punctul G este centrul de greutate al patrulaterului GAGpGcGp.

d) Centrul cercului circumscris patrulaterului GaGpGoGp este centrul
de greutate al triunghivlui M EF |, unde M este punctul Mathot al patrulateru-
lwi ABCD, iar E si F' sunt mijloacele diagonalelor AC, respectiv BD.

Demonstratie. a) Avem

m_@_@_ﬁ+@+@_@+?+@ _ﬁ;ﬁ%_;ﬁ

si analoagele, de aici rezultand asemanarea ceruta.
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— s GB+GC+GD GA

b) GG4 = 3 =5 deci A, G, G4 sunt coliniare.
Analog (B, G, Gp), (C, G, G¢) si (D, G, Gp) sunt coliniare.

@JF@JF@JFCT@JF@JF@JF
3

c) GGA+GGp+GGe+GGp = 3
— -
@+GA+G_B>+GA+G_B>+G7:§>4+GT§+G?+@:6>, deci G

3
este centrul de greutate al patrulaterului GaGpGoGp.
d) Fie R si S mijloacele segmentelor GoGp respectiv AB si O astfel

— 4 — —_— 0G4 + OG —
incat 00 = ~OC. Avem O'R = OL — 00 = 22ATYEB 5o

3 — =
OB +0C+0D+0A+0C+0D o _ 15C + OC + OB =

@)
00

00" =

6 6
H
8&5—0/&—0@ — g(ﬁ—l(ﬁ——) _%(ﬁ

- 00 = 3

De aici rezulta O'R || OS si, cum
OS L AB iar AB || G4Gp, deducem
cdi O'R L GaGp, deci mediatoarea
segmentului G4 Gp trece prin O’. Ana-
log pentru celelalte mediatoare, deci O’
este centrul cercului circumscris patru-
laterului G4GpGcGp.

Cum G este mijlocul segmentului

% 4
EF, M este simetricul lui O fatd de G, iar 00’ = gOﬁ, avem ca O’ € [MG]

si O'M = 20'G. Astfel, O'este centrul de greutate al triunghiului MEF. O

Observatia 4. Punctul Mathot M’ al patrulaterului GaGpGcGp se
afld la mijlocul segmentului OO’, deci punctele O, G, M', O', M sunt col-
miare.

Lema 2. Fie ABCD wun patrulater inscriptibil, E, F mijloacele diag-
onalelor AC, respectiv BD, {H} = ABNCD, {Q} = ADN BC. Atunci
bisectoarele unghiurilor AHD si DQC'sunt perpendiculare si se intersecteaza
intr-un punct aflat pe dreapta EF.

Demonstratie. Fie R, S, T si P punctele
de intersectie ale bisectoarelor unghiurilor H
si G cu laturile patrulaterului ABCD si X
intersectia celor doua bisectoare. Notam cu a,
b, ¢, d, 2h si 2q masurile unghiurilor A, B, C,
D, H si respectiv Q.

Din inscriptibilitatea lui ABC'D avem cé
IQDC = SHDA = b si deducem 4 DTX =
b+q, SDRX = b+h. In DRXT avem < RXT =
360 —(d+b+q+b+h) =180°— (b+¢—+h). Din triunghiurile HBC si QAB
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reiese ca 2h + b+ ¢ = 180°, 2¢ + a + b = 180°, iar prin adunarea relatiilor
obtinem 2h 4 2q + 2b + 180° = 360°, adica h 4+ ¢ + b = 90°. De aici avem ca
JRXT = 90°.

Cum HX si QX sunt si bisectoare, deducem RX = XS si TX = XP.

DR HD BS HB

— =, == = —— ¢l HA-HB =
be  pp BA HASCTHC ¥ e
HD - HC renulti o2 = o = k. Reiese TX = = (TR +T5) =

Din teorema bisectoarei avem

SC ~ RA
1,1 Fo= 2 |
:2(k+1ﬁ+k+1TA+k:+1T‘B)+k+lﬁ):2(k+1)(T-D>+ﬁ+
k(TTHT?J)) - ler1 (ﬁ+kﬁ) deci X € (EF). 0

Cum RPST are diagonalele perpendiculare si se injumatatesc, deducem:

Observatia 5. Fie ABCD un patrulater inscriptibil {H} = ABNCD,
{Q} = ADNBC. Punctele de intersectie a bisectoarelor unghiurilor AHD si
DQC cu laturile patrulaterului sunt varfurile unui romb.

Folosind faptul ca in orice triunghi, doua bisectoare exterioare si cealalta
bisectoare interioara sunt concurente, deducem si urmatoarea proprietate:

Proprietatea 9. Fie ABCD un patrulater inscriptibil. Atunci bisectoa-
rele interioare determind un patrulater inscriptibil, iar punctul sau Mathot se
afld pe dreapta determinatd de mijloacele diagonalelor patrulaterului ABCD.
Demonstratie. <T151P1 + <T'RiPy =

180° — B+C + 180° — A+D = 180° si deci

R1P;T157 este inscriptibil.

Cum R,,51 € HS, P, 71 € QP, din
Lema 2 avem R151 1 P1T1. Agadar R1P1T131
este inscriptibil si ortodiagonal, deci punctul sau
Mathot este intersectia dintre HS si QP, iar
acesta se afli pe dreapta determinata de mijloa-
cele diagonalelor patrulaterului ABCD. O

Proprietatea 10. In orice patrulater inscriptibil ABCD, picioarele
perpendicularelor duse din varfuri pe diagonalele acestuia formeazd un patru-
later inscriptibil inscris intr-un cerc cu centrul in punctul Mathot al patru-

laterului ABCD.

Demonstratie. Fie X, Y, Z, T pi-

cioarele perpendicularelor duse din varfuri pe

C diagonale, E si F mijloacele diagonalelor si
‘ M punctul Mathot al patrulaterului ABCD.
‘E Cum patrulaterele ATXD si BCYZ sunt
- inscriptibile, rezulta <7TXZ = <DAC =
SCBD = <TYZ, deci XYZT este in-

scriptibil.
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Segmentul AC' se proiecteazi pe BD in X Z, deci mijlocul E al lui AC se
proiecteaza in mijlocul lui X Z. Ardtam ca dreapta EM este perpendiculara

MA+ M
pe BD, deci EM este mediatoarea lui XZ. Avem ]\ﬁ = AA+MC =

2
W3+ OA+ 00 o8+ 2001 - OF - OB
04 +0C _

= —O? si, cum OF 1 AB

2
avem M | DB. Analog M F este mediatoarea lui TY, deci M este centrul
cercului circumscris patrulaterului XY Z7T.
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