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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ASUPRA UNEI PROBLEME DE LA OLIMPIADA
ENGLEZA 2024

Ton PATrASCUY si ]TITU ZVONARU\

In aceastd notd prezentam trei solutii si o generalizare a problemei 3,
data la runda a doua a Olimpiadei Britanice de Matematica, in data de 24
ianuarie 2024. Enuntul problemei este urmatorul:

Fie ABC' un triunghi ascutitunghic, cu AB > AC. Notam cu P in-
tersectia tangentelor duse la cercul circumscris in vdrfurile B si C. Dreapta
determinata de mijloacele segmentelor PB si PC intersecteaza dreptele AB
st AC' in punctele X, respectiv Y. Demonstrati ca patrulaterul AXPY este
inscriptibil.

Solutia 1. Paralela prin P la XY intersecteaza dreptele AB si AC' in
punctele D, respectiv F/. Observam ca X este mijlocul segmentului BD, iar
Y este mijlocul segmentului CFE.

Studiind unghiurile, avem

IBDP = 4ABC,9CEP = YACB,94PBD = 4ACB,4PCE = 4ABC.

Rezultd cid triunghiurile ABC, PDB, PCE sunt asemenea. Deoarece X,
Y sunt mijloace de laturi, gi triunghiurile XPB si Y EP sunt asemenea.
Obtinem 4YPE = < XPB. Cum <BPD = <BAC, deducem ca < XPY =
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180° — <Y PE — < XPD = 180° — < XPB — <X PD = 180° — ¥ BAC, ceea
ce inseamni cid patrulaterul AX PY este inscriptibil.

Solutia 2. Notam cu S, respectiv T" punctele in care AP taie BC si
retaie cercul circumscris. Se stie ca AS este simediana in triunghiul ABC
si ca patrulaterul ABTC' este armonic, deci si BS este simedianad in tri-
unghiul ABT (vezi [1], [2]). De asemenea, BT este simediani exterioard in
triunghiul ABC. Deoarece BC este polara punctului P, rezultd cé fasciculul
B(A,T, S, P) este armonic (vezi [3]).

Notam cu M si N mijloacele segmentelor PB, respectiv PC, iar cu @
intersectia dreptelor BT si M N. In triunghiul PBC, M N este linie mijlocie.
Aplicand proprietatea fasciculului armonic care afirmé ci dacd se duce o
paraleld la o razi a unui fascicul armonic atunci celelalte trei raze determina
pe aceastd paralela segmente congruente, rezultd ca XM = M. Tinand
cont ca PM = M B, obtinem ca patrulaterul BX P() este paralelogram, deci
IPXQ = <sXQ@B, (1). Dar XY || BC implica < XBQ = <TBC, (2). Din
patrulaterul inscriptibil ABT'C' avem <TBC = 4T AC, (3). Relatiile (1), (2),
(3) conduc la < PXY = < PAY, deci patrulaterul AX PY este inscriptibil.

Solutia 3. Notam cu S, Z punctele de intersectie ale dreptei AP cu

PS
BC, respectiv XY. Deoarece Z este mijlocul lui SP avem ZP = ZS = TN

Din triunghiul isoscel PBC deducem ca BP = CP = 5 . Se stie ca AS
cos

este simediana din A in triunghiul ABC. Notdam cu m, mediana din A. Vom
folosi relatiile cunoscute

ac? ab?

=———, CS=——
b2 + ¢’ b2 + %’
Cu relatia lui Stewart, aplicata in triunghiul PBC, obtinem

2bemy,

BS .
b2 + 2

4m? =20 +2¢% — a?, AS =

a? ac? 9 a? ab? a’b?c?

: _sp2?. : —g. "
4cos? A b2+ 2 ‘T o A P vz (b2 +¢2)?
Rezulta

op? a?(b* + %) B a?b’c?  a?((b? + ?)? —4b P cos® A)
4024+ ?)cos? A (B2 c2)2 4(b% 4 ¢?)?cos? A B

a?(b? + c® — 2bccos A) (b2 + % + 2bccos A)  a? - a?(2b% + 2¢2 — a?)

4(b%2 + )2 cos? A  4(b2 +c2)2cos2A ]

deci

a’mg
SP=-—+—3——.
(b2 + ¢?)cos A

Din asemanare avem
AZ - BS AZ-CS

ZX AS 7 AS
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Vom demonstra ca ZX - ZY = AZ - ZP; aceasta relatie este echivalenta cu

AZ*.BS-CS

152 =AZ - ZP, sau
SP SP /2bem a’m
BS - A ) = AS*. T = 2
S CS( ot 2 ) S 2 (b2+02+2(b2+02)cosA>
a’b?c? 4b%c*m? a’myg

(B2 +c2)2 (2 +c2)2 2(02+c%)cos A’
adevarat.

Generalizare. Fie ABC un triunghi ascutitunghic si AS, cu S €

(BC), o ceviana care retaie cercul circumscris in punctul 7. Se considera

pPr TS
pe semidreapta (AT punctul P astfel incat A A si se noteaza cu M

mijlocul segmentului PB. Paralela prin M la BC' intersecteaza AB si AC' in
X, respectiv Y. Atunci patrulaterul AX PY este inscriptibil.

PT TS
Demonstratie. Conditia A= 94 este echivalentd cu faptul ca fasci-
culul B(A, T, S, P) este armonic. Notand cu @ intersectia dreptelor BT si
XM, demonstratia continud ca in solutia 2. O

Propunem cititorilor sa rezolve urmatoarea problema:

Fie ABC' un triunghi asculitunghic si AS o ceviand care intersecteazd a
doua oara cercul circumscris in punctul T. Pe semidreapta (AT consideram
PT Ts
PA  SA’
(PB) in M, pe AB in X si pe AC inY, astfel incit patrulaterul AXPY este
inscriptibil. Demonstrati ca M este miglocul segmentulus PB.

punctul P altfel incat O secantd paraleld cu BC intersecteazd
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