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Abstract. Some issues related to colorings of graphs are discussed, basi-
cally using linear algebra methods.
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Problema 4 de la Olimpiada Balcanic  de Matematic  pentru Juniori
2008 a avut urm torul enunt, .

O tabl  de dimensiuni 4×4 are celulele colorate init
,
ial în alb. O mutare

legal  const  în alegerea unei celule s
,
i schimbarea culorii sale, precum s

,
i a

culorilor celulelor ortogonal vecine de pe tabl  (de la alb la negru, sau vice-
versa). Determinat

,
i toate valorile pe care le poate lua un num r de mut ri

legale succesive, astfel încât la sfârs
,
itul acestor mut ri ret

,
eaua s  � devenit

colorat  în întregime în negru.

În leg tur  cu aceast  problem , este interesant de ment, ionat urm torul
rezultat de ,,folclor�,2) cel mai bine exprimat în terminologie de teoria grafuri-
lor. Traducerea în acest limbaj a problemei la care ne referim se face asociind
unei table graful având drept vârfuri celulele tablei, iar muchiile reprezint 
relat, iile de vecin tate ortogonal  dintre celule.

Teorema 1. Pentru un graf simplu de ordin n, cu vârfurile init, ial
colorate în alb, o mutare legal  consist  în alegerea unui vârf s, i schimbarea
culorii sale, precum s, i a culorilor vecinilor s i (de la alb la negru, sau vice

1)Matematician român, pasionat de problem-solving, 1951-2015.
2) De observat c  dac  mut rile afecteaz  numai culorile vecinilor, rezultatul nu mai

r mâne valabil, de exemplu pentru un vârf izolat, sau pentru triunghiul K3. Motivul va �

v zut cu claritate în cadrul demonstrat
,
iei care urmeaz , c ci argumentele de paritate nu

vor mai funct
,
iona.
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versa). Atunci exist  (m car) o succesiune de mut ri legale culminând în
colorarea tuturor vârfurilor în negru.

Demonstrat
,
ie. Metode de algebr  liniar  ne vor salva din nou! Vom

lucra peste Z2. S  consider m matricea de adiacent,  A = (aij)1⩽i,j⩽n a
grafului, unde

aij =

{
1 , dac  i = j sau dac  vivj este muchie

0 , dac  vivj nu este muchie.

Evident A este matrice simetric , deoarece graful nu este orientat (vjvi este
muchie dac  s, i numai dac  vivj este muchie). Este de asemenea evident c 
numai paritatea num rului de ori de care un vârf a fost ales conteaz , c ci o
mutare se auto-anihileaz  prin repetare (chiar nu consecutiv ), adic  aplicarea
unei mut ri este involutiv ; în plus este clar c  ordinea mut rilor nu conteaz .

Atunci un vector x = t(x1, x2, . . . , xn), unde xk = 1 dac  vârful vk a
fost ales, iar xk = 0 dac  vârful vk nu a fost ales, reprezint  o succesiune
de mut ri încununat  cu succes dac  Ax = 1, unde 1 = t(1, 1, . . . , 1), c ci,
pentru �ecare vârf v, num rul de vârfuri alese în vecin tatea lui extins  1)

N+(v) va trebui s  �e impar, pentru a schimba culoarea acelui vârf.
S  presupunem c  o linie rj este combinat, ie liniar  de liniile rk, cu

k ∈ J ⊂ {1, 2, . . . , n} \ {j}. Atunci rj =
∑
k∈J

rk (c ci lucr m peste Z2).

Rezult 

1 = ajj =
∑
k∈J

akj =
∑
k∈J

ajk =
∑
k∈J

∑
ℓ∈J

aℓk = 2
∑
k,ℓ∈J
ℓ<k

aℓk +
∑
k∈J

akk =
∑
k∈J

1 = |J |,

deci J are cardinal impar (am folosit de dou  ori faptul c  A este simetric ).
Rezult  c  rangul matricei extinse (ad ugând o a (n+1)-a coordonat ,

egal  cu 1, la toate liniile) r mâne acelas, i, deci sistemul este compatibil s, i,
deci, exist  solut, ii. 2

În plus fat,  de acest rezultat, vom extinde cunoas,terea noastr  asupra
acestui fenomen prin

Teorema 2. Pentru un graf dat, num rul de mut ri legale din orice
succesiune încununat  cu succes are paritate constant .

Demonstrat
,
ie. Pretindem c  pentru orice solut, ie x a ecuat, iei Ax = 0

avem
∑

1⩽k⩽n

xk = 0 (acest lucru este evident pentru solut, ia trivial  x = 0).

Fie I ⊆ {1, 2, . . . , n} care indexeaz  o mult, ime maximal  de linii liniar
independente. Deoarece A este simetric , coloanele indexate de I sunt s, i ele
liniar independente, deci minorul 0 ̸= ∆ = ∆I×I = 1 poate � ales drept minor

1) N+(v) este format  din vecinii lui v, plus v însus
,
i
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principal. Atunci xi =
∑
j ̸∈I

xj∆ij , pentru i ∈ I, unde ∆ij este determinantul

obt, inut prin înlocuirea coloanei i cu j în minorul principal. Dar, dup  cum
am v zut mai sus, o linie j ̸∈ I este în mod unic sum  de un num r impar de
linii din I, iar aceasta este adev rat s, i pentru coloane, c ci A este simetric .
Pentru cj =

∑
k∈J

ck, cu J ⊆ I s, i |J | impar vom avea atunci

∑
i∈I

∆ij =
∑
i∈J

∆ij +
∑
i∈I\J

∆ij =
∑
i∈J

∆+
∑
i∈I\J

0 =
∑
i∈J

1 = |J | = 1,

deci
∑
i∈I

∆ij = 1. Prin însumare peste I a relat, iei xi =
∑
j ̸∈I

xj∆ij obt, inem

∑
i∈I

xi =
∑
i∈I

∑
j ̸∈I

xj∆ij =
∑
j ̸∈I

xj
∑
i∈I

∆ij =
∑
j ̸∈I

xj ,

de unde demonstrarea faptului pretins mai sus∑
1⩽k⩽n

xk =
∑
i∈I

xi +
∑
j ̸∈I

xj = 2
∑
j ̸∈I

xj = 0.

La rândul lui acest lucru implic  faptul c  pentru toate solut, iile x ale ecuat, iei
Ax = 1 vom avea aceeas, i paritate pentru

∑
1⩽k⩽n

xk, c ci Ax = 1 = Ax′

implic  A(x− x′) = 0, deci
∑

1⩽k⩽n

(xk − x′k) = 0, s, i deci
∑

1⩽k⩽n

xk =
∑

1⩽k⩽n

x′k,

prin urmare num rul de mut ri din orice succesiune încununat  cu succes are
paritate constant . 2

Vedem deci c  în general solut, ii exist , iar paritatea num rului de mu-
t ri dintr-o solut, ie este constant . Determinarea parit t, ii depinde îns  în
mod intim de structura de incident,  a grafului, s, i nu doar de ordinul s u
(se pot da us,or exemple). Nu posed m pentru moment o metod  pentru a
determina paritatea pentru ret,ele de dimensiuni generale n×n (des, i cazurile
particulare pentru 1 ⩽ n ⩽ 5 sugereaz  c  este chiar paritatea lui n).

În �nal, pentru a vedea c  putem rat, iona s, i pur combinatoric, vom
prezenta o

Demonstrat
,
ie alternativ  a Teoremei 1. (apud Andrei Deneanu).

Vom utiliza induct, ie dup  n, cazul n = 1 �ind trivial. Fie acum un graf
cu n + 1 vârfuri. Numim sistem asupra lui v o succesiune de mut ri în care
vârful v nu a fost ales, s, i în urma c rora toate celelalte vârfuri s, i-au schimbat
culoarea (s, i poate chiar s, i v). Din ipoteza de induct, ie s,tim c  pentru orice
1 ⩽ i ⩽ n+1 exist  un sistem asupra lui vi. Dac  exist  i as,a încât s, i vi s -s, i
� schimbat culoarea, totul s-a sfârs, it. Presupunem deci contrariul, adic  dup 
aplicarea oric rui sistem asupra unui vârf, acel vârf nu-s, i schimb  culoarea.



380 Articole s
,
i note matematice

Dac  exist  un vârf v de grad par, �e x1, . . . , x2k vecinii s i. Aplicând
pe rând câte un sistem asupra �ec rui xj , în �nal toate vârfurile xj vor �
negre, iar celelalte (inclusiv v) albe (din considerente de paritate). Aplic m
acum un sistem asupra lui v, ceea ce coloreaz  vârfurile xj în alb, las  vârful
v alb, s, i coloreaz  celelalte vârfuri în negru. Finalmente, alegem vârful v.

Dac  toate vârfurile au grad impar, din cunoscuta relat, ie
∑

deg(v) =
dublul num rului de muchii rezult  c  n + 1 este par, deci n impar. Fix m
un vârf v, s, i �e x1, . . . , x2k+1 vecinii s i. Consider m graful obt, inut prin
eliminarea vârfului v s, i a muchiilor incidente cu el; acesta va � un graf de
ordin n, unde vârfurile xj vor avea grad par, iar toate celelalte grad impar.
Din ipoteza de induct, ie exist  un sistem asupra lui v care coloreaz  toate
aceste vârfuri în negru. Acest sistem va cont, ine un num r m de mut ri în
care au fost alese vârfuri xj , ceea ce afecteaz  câte un num r ms impar de
vârfuri (num rul par de vecini, plus vârful ales), s, i un num r p de mut ri
în care au fost alese alte vârfuri, ceea ce afecteaz  câte un num r pt par de
vârfuri (num rul impar de vecini, plus vârful ales).

Dar n este impar s, i �ecare vârf a trebuit s  �e afectat de un num r ni

impar de ori, deci în total rezult  relat, ia
n∑

i=1

ni =

m∑
s=1

ms +

p∑
t=1

pt.

Modulo 2 aceasta d  1 ≡ n =
∑n

i=1 1 ≡
∑m

s=1 1 +
∑p

t=1 0 = m, deci m
trebuie s  �e impar. Dar atunci, revenind la graful init, ial, v a fost afectat
de un num r m impar de ori, deci ar � trebuit s -s, i � schimbat culoarea,
contradict, ie.


