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Problema 4 de la Olimpiada Balcanicid de Matematicd pentru Juniori
2008 a avut urmatorul enunt.

O tabla de dimensiunt 4 x 4 are celulele colorate initial in alb. O mutare
legald constd in alegerea unei celule si schimbarea culorii sale, precum si a
culorilor celulelor ortogonal vecine de pe tabla (de la alb la negru, sau vice-
versa). Determinati toate valorile pe care le poate lua un numdar de mutdri
legale succesive, astfel incdt la sfarsitul acestor mutdri refeaua sa fi devenit
coloratd in intregime in negru.

In legitura cu aceasti problems, este interesant de mentionat urmatorul
rezultat de folclor”,?) cel mai bine exprimat in terminologie de teoria grafuri-
lor. Traducerea in acest limbaj a problemei la care ne referim se face asociind
unei table graful avand drept varfuri celulele tablei, iar muchiile reprezinta

relatiile de vecinatate ortogonala dintre celule.

Teorema 1. Pentru un graf simplu de ordin n, cu varfurile initial
colorate in alb, o mutare legald consistd in alegerea unui varf si schimbarea
culorii sale, precum si a culorilor vecinilor sai (de la alb la negru, sau vice

1)Matematician roman, pasionat de problem-solving, 1951-2015.

2 De observat ci dacd mutdrile afecteazs numai culorile vecinilor, rezultatul nu mai
raméane valabil, de exemplu pentru un varf izolat, sau pentru triunghiul K3. Motivul va fi
vazut cu claritate in cadrul demonstratiei care urmeaza, céci argumentele de paritate nu
vor mai functiona.
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versa). Atunci existd (macar) o succesiune de mutdri legale culminand in
colorarea tuturor varfurilor in negru.

Demonstratie. Metode de algebra liniara ne vor salva din nou! Vom
lucra peste Zp. Sa consideram matricea de adiacentd A = (aij)i<ij<n 2
grafului, unde

1 , daca i = j sau daca v;v; este muchie

ajj = . :
0 , daca v;v; nu este muchie.
Evident A este matrice simetrica, deoarece graful nu este orientat (vjv; este
muchie daca i numai daca v;v; este muchie). Este de asemenea evident ca
numai paritatea numérului de ori de care un varf a fost ales conteazi, cici o
mutare se auto-anihileaza prin repetare (chiar nu consecutiva), adica aplicarea
unei mutéari este involutivd; in plus este clar ca ordinea mutérilor nu conteazi.

Atunci un vector x =!(z1,29,...,7,), unde x, = 1 daca varful v, a
fost ales, iar xx = 0 dacid varful vi nu a fost ales, reprezintd o succesiune
de mutéri incununatd cu succes daci Ax = 1, unde 1 =%(1,1,...,1), caci,

pentru fiecare varf v, numirul de varfuri alese in vecindtatea lui extinsa
N (v) va trebui sa fie impar, pentru a schimba culoarea acelui varf.
S& presupunem ca o linie r; este combinatie liniara de liniile ry, cu

keJc{1,2,...,n}\{j}. Atuncir; = Zrk (caci lucram peste Zs).

keJ
Rezulta
L=aj;=) agj=) ajp=) > am=2)  aw+y aw=) 1=|J|
keJ keJ ked ted 2ﬁi’ keJ keJ

deci J are cardinal impar (am folosit de doud ori faptul cd A este simetrica).

Rezultd ci rangul matricei extinse (addugand o a (n + 1)-a coordonata,
egald cu 1, la toate liniile) raméane acelagi, deci sistemul este compatibil si,
deci, exista solutii. O

In plus fata de acest rezultat, vom extinde cunoasterea noastra asupra
acestui fenomen prin

Teorema 2. Pentru un graf dat, numéarul de mutéri legale din orice
succesiune incununata cu succes are paritate constanta.

Demonstratie. Pretindem ca pentru orice solutie x a ecuatiei Ax =0

averm Z x = 0 (acest lucru este evident pentru solutia triviala x = 0).
1<k<n
Fie I C{1,2,...,n} care indexeazd o multime maximala de linii liniar
independente. Deoarece A este simetricd, coloanele indexate de I sunt si ele
liniar independente, deci minorul 0 £ A = Aj.; = 1 poate fi ales drept minor

D N*(v) este formati din vecinii lui v, plus v insusi
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principal. Atunci z; = ijAij, pentru i € I, unde A;; este determinantul
jel
obtinut prin inlocuirea coloanei ¢ cu j in minorul principal. Dar, dupa cum
am vizut mai sus, o linie j € I este in mod unic suma de un numir impar de
linii din I, iar aceasta este adevarat si pentru coloane, caci A este simetrica.
Pentru ¢; = ch, cuJ C Isi|J| impar vom avea atunci
keJ

DTAG=D A+ D A=) A+ > 0= 1=|]|=1,

el ieJ €I\J i€J 1€I\J ieJ

deci Z A;; = 1. Prin insumare peste I a relatiei z; = ijAij obtinem

icl il
D=2 ) whi = wy A=) @,
iel iel jel jel el il

de unde demonstrarea faptului pretins mai sus
YD PETS POURE) SORT]
1<k<n icl jel jelI
La randul lui acest lucru implica faptul ca pentru toate solutiile x ale ecuatiei
Ax = 1 vom avea aceeasi paritate pentru Z T, caci Ax = 1 = Ax/

1<k<n
. . [ ! _ . ! _ . . _ !
implicd A(x — x’) = 0, deci g (xx — ) = 0, si deci E T = E T,
1<k<n 1<k<n 1<k<n
prin urmare numarul de mutéari din orice succesiune incununata cu succes are
paritate constanta. O

Vedem deci cd in general solutii exista, iar paritatea numarului de mu-
tari dintr-o solutie este constantd. Determinarea paritatii depinde insa in
mod intim de structura de incidentd a grafului, si nu doar de ordinul sau
(se pot da usor exemple). Nu posedam pentru moment o metoda pentru a
determina paritatea pentru retele de dimensiuni generale n x n (desi cazurile
particulare pentru 1 < n < 5 sugereaza ca este chiar paritatea lui n).

In final, pentru a vedea cd putem rationa si pur combinatoric, vom
prezenta o

Demonstratie alternativi a Teoremei 1. (apud Andrei Deneanu).
Vom utiliza inductie dupd n, cazul n = 1 fiind trivial. Fie acum un graf
cu n + 1 varfuri. Numim sistem asupra lui v o succesiune de mutdri in care
varful v nu a fost ales, si in urma cdrora toate celelalte varfuri si-au schimbat
culoarea (si poate chiar si v). Din ipoteza de inductie stim cd pentru orice
1 <4< n+1 existd un sistem asupra lui v;. Daca exista ¢ aga incat gi v; sa-si
fi schimbat culoarea, totul s-a sfargit. Presupunem deci contrariul, adica dupa
aplicarea oricarui sistem asupra unui varf, acel varf nu-si schimba culoarea.
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Daca existd un varf v de grad par, fie x1, ..., x9; vecinii sai. AplicAnd
pe rand céate un sistem asupra fiecarui x;, in final toate varfurile x; vor fi
negre, iar celelalte (inclusiv v) albe (din considerente de paritate). Aplicam
acum un sistem asupra lui v, ceea ce coloreaza varfurile x; in alb, lasd varful
v alb, si coloreaza celelalte varfuri in negru. Finalmente, alegem varful v.

Daca toate varfurile au grad impar, din cunoscuta relatie > deg(v) =
dublul numéarului de muchii rezulta cd n + 1 este par, deci n impar. Fixdm
un varf v, si fie x1,..., 29,41 vecinii sdi. Considerdm graful obtinut prin
eliminarea varfului v si a muchiilor incidente cu el; acesta va fi un graf de
ordin n, unde varfurile z; vor avea grad par, iar toate celelalte grad impar.
Din ipoteza de inductie existd un sistem asupra lui v care coloreazd toate
aceste varfuri in negru. Acest sistem va contine un numar m de mutari in
care au fost alese varfuri x;, ceea ce afecteaza cate un numéar m, impar de
varfuri (numdarul par de vecini, plus varful ales), si un numér p de mutari
in care au fost alese alte varfuri, ceea ce afecteaza cite un numér p; par de
varfuri (numarul impar de vecini, plus varful ales).

Dar n este impar si fiecare varf a trebuit sa fie afectat de un numar n;
impar de ori, deci in total rezulta relatia

n m p
Zni = st +Zpt
=1 s=1 t=1

Modulo 2 aceasta da 1 =n = > ;1 =>",1+37 ,0=m, deci m
trebuie sa fie impar. Dar atunci, revenind la graful initial, v a fost afectat
de un numar m impar de ori, deci ar fi trebuit sa-si fi schimbat culoarea,

contradictie.



