CERCURILE LUI APOLLONIUS
BULIGA SEBASTIAN-TONUTY si TAROPA TUDOR?

Lectia prezinta cateva rezultate legate de cercurile lui Apollonius si cateva
aplicatii ale acestora.

Teorema 1. Consideram un segment AB in plan si k un numdr real, k €
(0,1) U (1,00). Locul geometric al punctelor P pentru care raportul distantelor PA
st PB este k este un cerc.

Demonstratie. Fie C' si D picioarele bisectoarelor interioara, respectiv exte-
rioard a unghiului ¥ APB (Figura 1). Din teorema bisectoarei rezulta

PA_CA_DA_
PB  CB DB
deci punctele C si D apartin locului geometric. Deoarece <CPD = 90°, rezulta ca

punctul P apartine cercului de diametru C'D, unde punctele C' si D sunt puncte fixe
determinate mai sus. Astfel, punctele locului apartin cercului de diametru C'D.

Reciproc, fie P un punct pe cercul de diametru e ~
CD, unde C, D sunt punctele de pe AB pentru care P E \\\
CA _ DA _
¢ =D =k (). E \D
Vom arata ca g—g = k, deci punctele cercului 4 C‘ )
apartin locului geometric. Fie BE || PC si BF || PD, \, /
E,F € AP. Atunci, din teorema lui Thales rezulta NGy 7
PA _ DA PA _ CA < B

B 5B PE &5 care, impreuna cu (1), dau
% = L4 sideaici PF = PE. Deoarece <CPD = 90°,
BE || PC si BF || PD rezultda <FBE = 90°, adicd PB este mediand in triunghiul
FBE, deci <PBF = <PFB, (2). Dar <PBF = <BPD, (3) (unghiuri alterne
interne), iar ¥ EPD = <EF B, (4) (unghiuri corespondente). Din relatiile (2), (3) si
(4) rezulta ca <BPD = s EPD, adicd PD este bisectoarea exterioard a unghiului

< APB si din teorema bisectoarei rezulta S‘é = % =k. O

Definitie. Consideram un triunghi ABC, cu AB # AC. Se numeste cerc
al lui Apollonius corespunzator varfului A, cercul loc geometric al punctelor P din
planul triunghiului ABC' pentru care bPB = c¢PC, unde b, ¢ sunt lungimile laturilor
AC, respectiv AB.

Cercul lui Apollonius corespunzator varfului
A contine punctul A si are ca diametru segmentul
determinat de picioarele bisectoarelor interioara, res-
pectiv exterioara ale unghiului <xBAC.

Lema. Dacd S este un punct comun cer-
curilor lui Apollonius corespunzatoare varfurilor A,
respectiv B ale unui triunghi scalen ABC, atunci Figura 2: Cercul lui Apollonius
punctul S apartine cercului lui Apollonius core- corespunzator varfului A
spunzator varfului C.

Demonstratie. Deoarece S este un punct comun al cercurilor lui Apollonius
corespunzatoare varfurilor A, respectiv B ale unui triunghi ABC', deducem ca bSB =

Figura 1
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c¢SC si ca aSA = ¢SC, de unde rezulta bSB = aSA, adica punctul S apartine
cercului lui Apollonius corespunzator varfului C. O

Un punct S din planul triunghiului ABC pentru care are loc aSA = bSB =
¢SC, unde a, b, ¢ sunt lungimile laturilor BC, C'A respectiv AB, se numeste punct
izodinamic al triunghiului ABC.

FieI'4, I'g, I'c cercurile Apollonius corespunzatoare varfurilor A, B, respectiv
C ale triunghiului scalen ABC; putem presupune BC' < AB < AC'. Atunci punctul
B este interior cercurilor I'4 si I'c, punctul A este exterior cercului I'c si punctul
C este exterior cercului I' 4, deci cercurile I' 4 si I'c sunt secante. Conform Lemei,
punctele comune ale cercurilor I'y si I'c se afla si pe I'g. Ca atare, un triunghi
scalen ABC' are doua puncte izodinamice J si J' (Figura 3).

Observatie. Dreapta JJ' este axa radi-
cala a cercurilor I'y, I'p si I'c.

Teorema 2. Azxa radicald a unui cerc
Apollonius corespunzator unui varf al triunghi-
ului ABC' si a cercului circumscris triunghiu-
lui ABC' este simediana corespunzatoare varfului
care este punct comun al celor doud cercuri.

Demonstratie. Fie T al doilea punct de
intersectie dintre A—cercul Apollonius si cercul
circumscris AABC' (Figura 4). Atunci bTB =
cT'C, iar din teorema sinusurilor TB = 2R sin (X BAT), TC = 2Rsin (XTAC), deci
bsin(xBAT') = csin(<TAC). Daca T si T, sunt proiectiile lui T' pe dreptele AB,
respectiv AC, atunci sin(£TAB) = Tt si sin(¢TAC) = 2. Relatia precedenta
devine TLTQ = TLTN adica distantele de la punctul 7' la laturile AB, respectiv AC
sunt respectiv proportionale cu lungimile acestora.

Prin urmare, AT este simediana, adicd axa radicala a cercului Apollonius

corespunzator varfului A si a cercului circumscris triunghiului ABC' este simediana
din A.

Figura 3:

Observatie.  Cercul circumscris triun-
ghiului ABC' si cercului lui Apollonius cores-
punzator varfului A al triunghivlui ABC' sunt or-
togonale.

Demonstratie: Avem 9T 4AB+14BAC=
9T AAD = 9T 4DA = 3 ACB+53BAC. Astfel,
obtinem I'yAB = 4¥ACB, de unde obtinem ca
I" 4 A este tangenta la cercul circumscris triunghi-

ului ABC. Concluzia se impune.

In continuare vom prezenta cateva probleme ce se pot rezolva folosind pro-
prietéatile cercurilor lui Apollonius.

1. (Shortlist IMO 2010) Considerdam un triunghi ABC si un punct P in
interiorul acestuia. Notam cu K, L, respectiv M punctele de intersectie a dreptelor
AP, BP, respectiv CP cu cercul circumscris triunghiului ABC. Tangenta in C la
cercul circumscris triunghiului ABC' taie dreapta AB in punctul S. Demonstrati cd
SC = SP daca st numai daca MK = ML.
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Solutie. Fara a restrange generalitatea,
putem presupune ci AC > BC. (Figura 5).
Avem APKM ~ APCA (U.U.)si APLM ~
APCB (U.U.), deci 22 = LA LM — OB

LM

Inmultind aceste doud relatii obtinem revin

% . g—g. Astfel, MK = ML daca si numai A

dacs CB _ PB

/

N
A".é
N

CA ~ PA: v Mgy a5
Consideram cercul Q (@, R¢) locul geo- ' 1gura o:
metric al punctelor X pentru care % = g—g. Cu alte cuvinte, Q (Q, R¢) este cercul

lui Apollonius asociat varfului C' al triunghiului ABC. Astfel, MK = ML daca si
numai dacd P € Q, adicd QP = QC. (1)

Acum vom ardta ca punctele S si @) sunt identice. Notadm cu E piciorul
bisectoarei interioare a unghiului $ACB. Avem <CES = 9CAE + 4ACE =
IBCS + SECB = <ECS | deci <CES = <ECS, de unde SC = SE. Prin
urmare S € d, unde d este mediatoarea segmentului [CE]; cum S € AB, deducem ci
{S} =dNAB. (2) Cum E este piciorul bisectoarei interioare a unghiului s AC B, iar
Q(Q, R¢) este cercul lui Apollonius asociat varfului C al triunghiului ABC', deducem
cd QC = QE, adica @ € d. Dar Q € AB (Q este centrul cercului Q(Q, R¢)), prin
urmare {Q} =d N AB. (3)

Cum dreptele d si AB nu sunt identice, din (2) si (3) obtinem ca punctele S
si @ sunt identice. (4)

Din (1) si (4) rezultd cd SC = SP daca si numai dacd MK = ML, ceea ce
incheie demonstratia. O

2. Se considera un triunghi scalen ABC. Demonstrati ca centrul cerculus

circumscris, punctele izodinamice si punctul lui Lemoine asociate triunghivlui ABC
sunt coliniare.

Figura 6
Solutie. Consideram punctele M, N, P centrele cercurilor A, B, respec-
tiv. C—Apollonius asociate triunghiului ABC. Fie O centrul cercului circumscris,
K punctul lui Lemoine si J, J' punctele izodinamice asociate triunghiului ABC.
(Figura 6) Din observatia teoremei 2, putem afirma ci OB este tangenta la cercul
B—Apollonius.
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Din puterea punctului O fatid de cercul B—Apollonius avem OB? = OJ-0.J'.
Analog, din puterea punctului O fati de cercul C—Apollonius avem OC? = 0J-0.J’
si astfel rezulta ca O apartine axei radicale a cercurilor B—, respectiv C'—Apollonius.
Din observatia teoremei 2 deducem ca O € JJ'.

Aplicand teorema 2, obtinem ca simediana din A a triunghiului ABC este
polara punctului M in raport cu cercul circumscris triunghiului ABC. Analog pentru
punctele N, respectiv P.

Din teorema lui Philippe de la Hire avem ca punctul K este polul celor trei
polare. Astfel, obtinem ca dreapta OK este perpendiculara pe dreapta determinata
de punctele M, N P; cum axa radicala asociata cercurilor A—, B— si C—Apollonius
este perpendiculard pe aceesi dreapté, putem concluziona cd punctele O, J, K si J’
sunt coliniare. O

3. (OIM 2014) Se considerd un patrulater convex ABCD cu sABC=!sADC=
90°. Fie H piciorul perpendicularei din A pe BD si punctele S, respectiv T pe
dreptele AB, respectiv AD, astfel incat H se afla in interiorul triunghiului SCT,
SSHC —<BSC =90° si JTHC — < DTC = 90°. Demonstrati ca BD este tangenta
la cercul circumscris triunghiulut SHT.

Solutie. Pentru a arata ca BD este tangenta la cercul circumscris triunghiului
SHT, este suficient sa aratam cd mediatoarele dreptelor HS si HT se intersecteaza
intr-un punct ce apartine dreptei AH.

Fie @ intersectia perpendicularei in C' pe AC cu AB. Atunci <CQS =
90° — ¥BSC = 180° — < SHC, deci punctele @, C, H, S sunt pe un cerc, avand
diametrul SQ. Reiese ca mijlocul K al lui SQ este centrul acestui cerc. Deducem
cé mediatoarea lui SH coincide cu bisectoarea unghiului <<AK H; analog, media-
toarea lui TH coincide cu bisectoarea unghiului <<ALH, unde L este centrul cer-

cului (T,C, H). Prin urmare, este suficient sa aratam (prin teorema bisectoarei) ca
AK __ AL (1)
KH — LH*

Figura 7

Daca punctele A, H, si C' sunt coliniare, atunci AK = AL si KH = LH, iar
(1) are loc.

Daca punctele A, H si C nu apartin unei aceeasi drepte, consideram cercul w
circumscris triunghiului AHC'. Din faptul cd <ABC = <ADC = 90°, deducem ca
patrulaterul ABC'D este inscriptibil, si deci «BAC = ¥BDC = 90° — YADH =
JHAD. (Figura 7)

Fie N punctul de intersectie dintre cercul w si bisectoarea unghiului xCAH.
Astfel (AN este bisectoarea unghiului <BAD. Cum H si C sunt simetrice fata de
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dreapta KL si HN = NC, deducem ca N si centrul cercului w se gasesc pe KL, ceea

ce conduce la faptul cid w este A—cercul lui Apollonius asociat triunghiului AK L.
Cum H € w , obtinem ca AK - LH = AL - HK, ceea ce este echivalent cu

AK — AL Prin urmare are loc (1) si in acest caz. O

Urmatoarele doua probleme le vom ldsa in atentia cititorilor.

4. (TST 2000, Turcia) Consideram un triunghi scalen ABC. Notam cu D,
respectiv E punctele de intersectie ale dreptei BC' cu bisectoarea interioara, respectiv
exterioard a unghiului sBAC. Dreapta AC taie cercul de diametru DE intr-un
punct F. Tangenta in punctul A la cercul circumscris triunghiului ABF taie acelasi
cerc intr-un punct G. Demonstrati ca lungimile segmentelor AF si AG sunt egale.

5. (TST 2015) Consideram un triunghi scalen ABC. Notam cu Mg, Ny, re-
spectiv P, punctele de intersectie a dreptei BC cu bisectoarea interioard, bisectoarea
exterioard, respectiv mediana corespunzdatoare unghiului <BAC. Fie X, al doilea
punct de intersectie dintre cercul circumscris triunghivlui AM N, si dreapta AP,.
Definim punctele X, si X, in mod analog. Demonstrati ca centrul cercului circum-
seris triunghivlui X, Xp X, se afld pe dreapta lui Fuler asociatd triunghiului ABC.
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