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6. Aratati ca, daca A, X € M,,(C), B=AX+ XAsi AB+ BA=0,,
atunci matricea B este nilpotenta.

Solutie. Avem AB? = (AB)B = —(BA)B = —B(AB) = —B(AB) =
B?A i, inductiv, AB" = (—1)"B"A,¥n € N*. Rezulti ci AB*"! =
(=1)*"1B?14 = —B?"~14 ¥n € N*. Cum B*'= B>""'B= B>""1(AX +
XA) =B 1AX+ B 1XA=-AB* 11X+ B> 1X A, rezulta Tr(B*") =
Tr((B>"'X)A) — Tr(A(B?>*~'1X)) = 0, deci Tr((B?)") = 0,¥n € N*. Din
teorema 4 reiese ci matricea B2 este nilpotentd, deci si matricea B este
nilpotenta. O

Y Continuare din G.M.-B nr. 1/2024.
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7. Sa se determine toate valorile posibile ale numarului natural n > 2
pentru care existd doud matrice nenule, A, B € M,, (C), astfel incat A2B —
BA? = A.

Solutie. Vom arata ca n > 3.

Egalitatea din enunt se poate rescrie [AQ, B] = A, de unde reiese ca ma-
tricele A? si [A2, B] comuta. Rezulta, gratie Lemei lui Jacobson, ca matricea
[A2, B} = A este nilpotenta, deci A” = O,,.

Dacé n = 2, atunci A2 = O si egalitatea din ipoteza implici A = O,
contradictie.

010 0 0 0
Pentru n = 3, matricele A= [0 0 1| siB=|—-1 0 0| verifica
0 00 0 1 0

egalitatea din ipoteza.

Pentru n > 3, observam ca matricele cu blocuri X = A O3.n—3
On-33 Op_3
siY = B Os.n— verifica egalitatea X2Y — Y X? = X. O
’ On-33 Op_3

Rezultatul pe care il vom stabili in urmatoarea problema ne va fi de
ajutor in rezolvarile Problemelor 9 si 10.

8. Fie X,Y € M,, (R) astfel incat matricea X este nilpotenta si XY =
Y X. Sa se arate ca det (X +Y) =detY.

Solutie. Vom analiza doua cazuri, dupa cum matricea Y este, sau nu,
inversabila.

Pentru inceput, presupunem ca Y este matrice inversabila. Atunci
det (X +Y) =det (XY ' +1I,) - det Y. Deoarece matricele X si ¥ comuti,
rezultd ca si matricele X si Y ~! comuta. Atunci (XY ~1)" =X" (Y 1)" =
O,,, deci si matricea XY ~! este nilpotenti. Rezultd ca toate valorile proprii
ale acesteia din urma sunt egale cu 0, deci toate valorile proprii ale matricei
XY !+ I, sunt egale cu 1, asa ca det (XY_1 + In) =1, de unde rezulta ca
det (X +Y) =detY.

In continuare, presupunem ci matricea Y nu este inversabild. Insi
matricea Y — €/ este inversabila, cu exceptia unui numar finit de valori ale
numarului real e. Conform celor stabilite in cadrul paragrafului anterior,
avem det (X +Y —el) = det (Y —el), de unde, trecand la limita pentru
e — 0, obtinem det (X +Y) =detY. O

9. Fie A,B € Mj3(R) astfel incat A2 + B? = 2AB. Si se arate ci
det (A + B)* = 8det (A% + B?).

Solutie. Vom folosi notatiile din rezolvarea Problemei 3. Am vazut ca
egalitatea din enunt este echivalenta cu 2Y? = [V, X], unde Y € M3 (R) este
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o matrice nilpotent#, deci Y2 = O3. Pe de alta parte, egalitatea de demon-
strat se traduce prin det (2X)* = 8det (2 (X2 +Y?)), adicd det (X?) =
det (X2 +Y?).

Avand in vedere ca Y este o matrice nilpotenta din Msj (R), putem
scrie O3 = 2Y2 = Y[V, X] = YV (YX - XY) = Y2X - YXY = Y2X —
([, X]+XY)Y =Y2X — (2Y2+ XY)Y = Y2X —2Y3 — XY? = Y2X —
XY?2 ceea ce implica faptul ca matricele Y2 si X comutd, deci si matricele
Y2 si X? comutd. Rezultd, gratie celor stabilite in cadrul Problemei 6, ca
det (X 2+ YQ) = det (X 2) si demonstratia este incheiata. O

10. Fie A, B € My (R) astfel incat det A = 0 si A +3AB + B? = BA.
Sa se arate ca Tr (AB) =Tr A-Tr B.

Solutie. Cea de-a doua egalitate din enunt implica (A + B)? = 2(BA —
AB) =2[B, Al = 2((A+ B)A — A(A+ B)) = 2[A+ B, A}, de unde rezulta
ca matricele A + B si [A + B, A] comuta, ceea ce implica, gratie Lemei lui
Jacobson, ci [A+ B, Al = 1 (A+ B)? este matrice nilpotents, mai precis,
A + B este matrice nilpotenta. Avand in vedere ca A si B sunt matrice
patratice de ordinul al doilea, deducem ca (A + B)2 = Oy, deci [B, A] = Oy,
ceea ce Inseamna ca matricele A si B comuta. Atunci (A+ B) - (—B) =
(=B)-(A+ B), de unde rezultd, tinand seama de cele demonstrate in cadrul
Problemei 6, ca det ((A+ B) 4+ (—B)) = det (—B), deci det B = 0, adica si
matricea B este singulara.

Notam a = Tr A si b = Tr B. Conform Teoremei Cayley-Hamilton si
celor demonstrate anterior, putem scrie ca A%2 = aA si B? = bB. Atunci,
luand in considerare liniaritatea urmei, obtinem

(Tr(A+B)*=(a+b)?=a’>+2Tr A-Tr B + b

si

Tr((A+ B)?) =Tr(A?+2AB + B?) = Tr (aA+ 2AB + bB)
=aTr(A)+2Tr (AB) +bTr (B) = a® + 2Tr (AB) + b°.

Tinand seama ca matricea A + B este nilpotenta, deducem ca

Tr(A+ B) = Tr((A + B)?) = 0, deci Tr (AB) = Tr A - Tr B. 0

11. Aratati ca, daca A, B € M,(C) si 2(ABA— BAB) = A(A—B)B+
B(A — B)A atunci det(AB — BA) = 0.

George-Florin Serban

Solutie. Fie matricele X = A — B, Y = A+ B. Atunci XY = A% +
AB - BA - B?>, YX = A> - AB+ BA - B? XY —YX = 2(AB — BA).
Demonstram ca (XY —YX)Y = Y(XY — Y X). Aceasta revine succesiv la
2(AB — BA)(A+ B) =2(A+ B)(AB — BA), ABA+ AB? - BA? - BAB =
A’B — ABA + BAB — B?A, 2ABA — 2BAB = A’B — AB? + BA? — B?A,
2(ABA — BAB) = A(AB — B?) + B(A? — BA), 2(ABA — BAB) = A(A —
B)B + B(A — B)A — adevarat.
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Aplicam lema lui Jacobson: din (XY —Y X)Y =Y (XY — Y X) rezulta
ca matricea XY — Y X este nilpotenta, adica det(XY — Y X) = det(2(AB —
BA)) =2"det(AB — BA) = 0 si rezulta det(AB — BA) = 0. O

12. Si se demonstreze ci dacid A, B € My(C) si AB— BA = B2, atunci
AB = BA.

Solutie. Avem B(AB — BA) = (AB — BA)B, deoarece B-B? = B%. B.
Coform teoremei 8, matricea AB — BA = B? este nilpotentd. Deoarece B
are ordinul 2, reiese B2 = Oy, de unde AB = BA. |

13. Sa se demonstreze ca, dacaA, B € M,(C) si AB— BA = A+ B,
atunci matricea A 4+ B este nilpotenta.

Solutie. Fie C = [A,B] = A+ B. Atunci [A,C] = AC — CA =
A(A+B)— (A+ B)A = A2 + AB — A2 - BA = AB — BA = C, deci
[A,C] = C. Aplicand lema lui Jacobson, rezulta ca matricea C' = A + Beste
nilpotenta. O

14. Si se demonstreze ci, daci A, B € My(C), A2+ 3AB + B? = BA
si det A = 0 atunci Tr(AB) = (A)Tr(B)

Solutie. Din A2 + 3AB 4+ B%? = BA regulti (A+ B)? = A% + B? +
AB + BA = 2BA — 2AB. Avem [A+ B, A] = (A+ B)A—- A(A+ B) =
A? + BA— A2 — AB = BA — AB, deci (A+ B)* = 2B, A] = 2[A+ B, A].
Asadar, [A+ B, AJ(A+ B) = 4(A+ B)’ = (A+ B)[A + B, A].

Aplicam lema lui Jacobson si rezulta ca [A + B, A] nilpotenta, adica
(A + B)? este nilpotentd. Cum A + B are ordinul 2, rezulti ci (A + B)* =
Oz, deci [B,A] = 0, AB = BA, A2 + 2AB + B? = 0. Aplicaim teorema
Cayley-Hamilton si avem (TrA)A + 2AB + B? =0, —B% = A(IL,TrA + 2B),
det(—B2) = det(A(Iy;TrA + 2B)), (det B)> = det A - det(IgTrA +2B) = 0,
de unde rezulta det B = 0. Cu formula det X = (TrX )2 —TrX2 vX €
M5(C) obtinem 0 = det(A + B) = Tr(A + B))* = Tr(A + B)? si rezulti
(Tr(A + B))* = Tr(A + B)?, Tr(A + B) 0= Tr(A2) +2Tr(AB) + TrB? =
(TrA)?+2Tr(AB)+(TrB)?. Cum (Tr(A + B))? = (TrA + TrB)? = (TrA)* +
29TrATrB + (TrB)?, rezulti Tr(AB) = Tr(A) - Tr(B). O

15. Fie matricele A, B € M, (C) care verifica relatiile A2B = ABA
si 2021AB — 2022BA = 2023I,. Demonstrati ca matricea AB — BA este
nilpotenta.

George-Florin Serban

Solutie. Avem 2022(AB — BA) = AB + 20231, si rezulta 2022A(AB —
BA) = A2B+2023A, 2022(AB—BA)A = ABA+2023A. Cum A’B = ABA,
rezulta A(AB — BA) = (AB — BA)A. Aplicand lema lui Jacobson, reiese ca
matricea AB — BA este nilpotenta. O

16. Fie z € C* si matricele A, B € M, (C) care verifica relatia AB5 —
B3AB? = zB. Demonstrati ca B = O,.
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Solutie. Observam ca (AB?)B? — B3(AB?) = [AB?, B3] = 2B, de unde
[AB?, B3 B® = 2B* = B3[AB?, B%]. Aplicam lema lui Jacobson si rezulta ci

matricea [AB?, B3] = 2B este nilpotentd, deci matricea B este nilpotenta.
Fie p = inf{k | B¥ = O,}. Daca p > 2, atunci O,, = ABPT3 — B3ABP =
2BP~! de unde rezultd BP~! = O,,— fals. Deducem ca B = O, O

17. Fie matricele X,Y € M, (C) care verifica relatia 2(Y X — XY') =
(X +Y)*. Demonstrati cd (YX — XY)? = O,,.

Solutie. Fie matricele A,B € M, (C), A=X+Y,B=X —Y. Atunci
AB-BA=X+Y)X-Y)- (X -Y)(X+Y)=2YX — XY) si rezulta
& [A,B] = A*. Din corolarul 9 avem ci (A*)* = O, = (AB — BA)?
4YX - XY)? deci (YX — XY)? = O,.

18. Fie matricele X,Y € Ms(C), cu proprietatea 2Y2 =Y X — XVY. Sa
se arate cd Y2 = O,.

o

Dan Nedeianu, GM-B nr 11/2011

Solutie. Din 2Y? =YX — XY rezultda XY —Y X = [X,Y] = —2Y?2, de
unde Y[X,Y] = [X,Y]Y. Din lema lui Jacobson rezulta ca matricea [X,Y]
este nilpotenta, adic Y este nilpotentid. Cum Y € My(C), Y2 = O,. O

19. Fie A, B € M3(C) si X = (AB — BA)>. Stiind cii AX = X A, si se
arate ca BX = XB.

Mihai Opincariu, GM-B nr 6/2009

Solutie. Fie C = [A,B] = AB — BA. Atunci Tr(C) = Tr(AB —
BA) = Tr(AB) — Tr(BA) = 0. Aplicim teorema lui Cayley-Hamilton: C? —
(Tr(C))C? + (Tr(C*))C — (det C) I3 = O3, deci C3 + (Tr(C*))C — (det C)I3 =
O3. Rezulta AC3 + (Tr(C*))AC — (det C)A = O3 si C3A + (Tr(C*))CA —
(det C)A = O3. Dar AC? = C3A si —(detC)A = —(det O)A, deci rezulti
(Tr(C*))AC = (Tr(C*))CA.

Daca Tr(C*) # 0, atunciAC = CA, adica A[A, B] = [A, B]A, iar din
lema lui Jacobson rezulta ca matricea [A, B] = Ceste nilpotenta. Cum C' €
M3(C), X = C3 =03,deci BX =B-03=03-B=XB = 0s.

Daca Tr(C*) = 0, atunci X = C3 = (detC)I3 si BX = XB =
(det C')B, de unde BX = XB. O

20. Fie A,B € M,(C) astfel incit A — B = AB — BA. Aratati ca
det(xA + yB + zI,) = det(yA + =B + zI,,), pentru orice x,y,z € C cu
r+y#0.

Mihai Opincariu si Vasile Pop, GM-B nr. 12/2022

Solutie. Notam C = A+ yB, D = yA + xB. Atunci C — D =

(r —y)(A—-B) = (z —y)[A,B]. Avem |[zI, — C,zI,, — D| = [zI,,zI,] +
[zI,,—D]+ [-C,zI,| + [-C,—D] = O, + O,, + O,, + [C, D] = [C, D]. Apoi
[C,D] = [xA+yB,yA+ xB] = [zA,yA] + [zA,zB] + [yB,yA| + [yB,z2B] =
':C2[A’ B] - y2[Aa B] = ($2 _y2)[Aa B]
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Rezulta [21,, — C, zI,,— D] = (x+y)(C — D) = (x+y)[(zLp, — D) — (21, —

)], adica (z1I,, — C)(zl, — D) — (21, — D)(zI,,— C) = (z+y)(2I, — D) — (z +
y)(zl,—C), deci (zI,,—C)(zI,— D)+ (z+y)(zI,—C) = (2I,— D)(zI,— C)+
(x+y)(zl,—D), sau (zI,— C)[(z+y+2)I,— D] = (2I,— D)[(x+y+2)I,—C].
Obtinem det(zI,, — C)[(x + y + 2)I,, — D] = det(zI,, — D)[(x + y + 2)I,, — C],
sau det(zI, — C)det[(z +y+ 2)I, — D] = det(zl,, — D) det[(z +y+2) L, — C].
Notam p(z) = det(zI, — C), q(z) = det(zI,, — D) polinoamele carac-
teristice ale matricelor Csi D. Reiese p(z)q(xz +y + 2) = q(2)p(z + y + 2),
de unde p(z) _ r(z) = plety+z)
q(2) 9z +y+2)

valori z,y, z (polinomul ¢ nu poate fi polinomul nul). Rezulta ca functia
r(z)este constanta. Cum polinoamele p, ¢ sunt monice, obtinem r(z) = 1,
adica p(z) = q(z). Rezulta p(—z) = q(—=2), det(—zI, — C) = det(—=z1,, — D),
(=1)"det(zI,+C) = (—1)" det(zI,+ D), det(zI,+ C) = det(zI,, + D), adica
det(zA+yB + z1I,,) = det(yA + aB + zI,). O

= r(x + y + z) pentru o infinitate de

Este evident faptul ca urma unui comutator este nula. Fara a avea vreo
pretentie ca ceea ce urmeaza are legatura cu ceea ce am prezentat anterior,
propunem cititorilor spre rezolvare ,reciproca” afirmatiei precedente.

Tema. Fie X € M,, (C) astfel incat Tr X = 0. S& se arate ca exista
doua matrice, A, B € M, (C), astfel incat X = [A, B].

Pauza de fortificare intelectuala. Rezultatul anterior a fost publicat in
[11] de matematicianul japonez Kenjiro Shoda (1902-1977). Acesta l-a demonstrat
pentru matrice patratice peste un corp de caracteristica zero. Shoda a fost profesor
la Universitatea din Osaka, precum si presedinte al acesteia Intre anii 1955 si 1961.
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