PENTRU CERCURILE DE ELEVI

PROPRIETATI ALE CEVIENELOR IZOGONALE IN
TRIUNGHIY
PETRU MARIAN BRAICAZ)

In aceastd lectie vom extinde o proprietate clasica privind inscriptibili-
tatea patrulaterului avand ca varfuri proiectiile lui B si C' pe doua ceviene
izogonale cu originea in varful A, intr-un triunghi oarecare ABC. Vom privi
astfel intersectiile izogonalelor cu cercuri in care laturile AB si AC sunt coarde
ce se vad sub unghiuri de mésurd variabild, congruente. Proprietatea de in-
scriptibilitate se pastreaza iar centrul cercului circumscris obtinut nu mai este
mijlocul laturii (BC), ci este mobil pe mediatoarea lui (BC'). Demonstratia
acestui rezultat apeleaza la notiunile de axa radicald a doud cercuri si cen-
tru radical a trei cercuri, notiuni ce se regisesc in programa de olimpiada.
Aceastd metodd de a extinde probleme de perpendicularitate la probleme
in care privim segmente in cercuri ce subantind unghiuri congruente, poate
genera noi rezultate interesante, precum teorema din aceastd prezentare. De
asemenea vom genera mediana, repectiv simediana din varful A ca centre ale
unor cercuri circumscrise unor patrulatere determinate de intersectiile izogo-
nalelor cu drepte perpendiculare.

Vom incepe cu prezentarea problemei sursa.

Se considerd triunghiul ABC cu <A > 90°. In interiorul unghiului
BAC se considerd semidreptele (AX si (AY, astfel incit TBAX = 4CAY
(altfel spus egal inclinate fata de laturi, sau izogonale). Notam cu M mijlocul
laturic BC' si cu P si Q picioarele perpendicularelor duse din vdrful B pe
(AX, respectiv din C pe (AY.

a) Demonstrati ca triunghiul M PQ este isoscel.

b) Daca notam cu R si S picioarele perpendicularelor duse din punctele
B pe semidreptele (Ay si (Azx, atunci este adevdrat ca punctele P, Q, R, S
sunt pe acelasi cerc?

A Solufie a) Vom considera mijloacele la-
turilor AB si AC, notate cu D, respectiv E.
R ; L <
D Segmentul PD este mediani corespunzitoa-
re ipotenuzei AB in triunghiul APB, deci
PD = AB/2. Pe de alta parte, segmentul
BY C ME este linie mijlocie a triunghiului ABC,
Q de unde ME = AB/2, asadar PD = ME.
Analog se aratd cd M D = QF.

DLucrarea a fost prezentatd in cadrul celei de-a treia editii a conferintei ,International
Symposium & International Student Workshop on Interdisciplinary Mathematics in the
CiTi areas, desfasuratd la Universitatea Nationald de Stiinta si Tehnologie ,,Politehnica“
Bucuresti din perioada 26-28 iunie 2024.

2)Prof. dr., Colegiul National ,Mihai Eminescu”, Satu Mare.
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Fie 4BAP = 4¥CAQ = x. Avem <PDM = 4PDA—<MDA = 180°—
2r — (180° — 9 A) = ¥A — 20 = SQEA - <MEA = 4QEM. Concluzionim
cd, in baza cazului de congruentd LUL, APDM = AMEQ, deci M P = MQ.

b) Se demonstreazi analog egalitatile MR = MS respectiv MR =
MP, de unde, din tranzitivitatea relatiei de congruenta obtinem raspunsul
afirmativ la intrebarea cerintei. O

Observatii

1. Proprietatea ca proiectiile varfurilor B si C pe doua izogonale ale
varfului A sunt patru puncte conciclice poate fi analizata si daca unghiurile
sunt de mésurd mai mare decdt mésura unghiului A.

2. Existd o modalitate alternativd pentru a justifica concluzia punctului
b), anume prin calcul. Astfel se poate determina lungimea segmentelor M P,
M@ aplicand teorema cosinusului in triunghiurile congruente M PD si MQE.
Daca notam cu o mésura unghiului BAP, obtinem ca unghiul PDM are
misura |A — 2al. Astfel, lungimea segmentului M P este data de egalitatea

242 be
= - — A —2a).
r \/ 1 2(305( «)

Daca privim acum proiectiile pe izogonalele cu inclinarea de masurd A — « si
refacem calculul, se obt{ine valoarea

2+ be ¢W+@ be
r—\/ n —gcos(A—2(A—0z))— 1 —5005(204_‘4)-

Asadar, forma metrica a razei justifica egalitatea M P = MR.

In acelagi timp putem pune problema lungimii extreme a razei r. Se
obtine imediat ca valorile extreme ale razei cercului cu centru in punctul M
care contine proiectiile varfurilor B si C' pe izogonale, sunt rmin = [b — ¢|/2,
respectiv rmax = (b + ¢)/2, care se obtin pentru unghiurile A/2, respectiv
(m+ A)/2.

Cele precedente pot fi extinse astfel.

Proprietatea 1. Se considerd triunghiul ABC cu AB # AC si (AX,
(AY, doua semidrepte interioare unghiului BAC, izogonale fata de <BAC
(¥BAX = gCAY ). Consideram punctele E si I exterioare triunghiului,
din care laturile (AB), respectiv (AC) se vad sub unghiuri egale, dar cu ori-
entari opuse. Cercul circumscris triunghiului ABE taie semidreptele (AX
st (AY dupa punctele M si P, iar cercul circumscris triunghiului AFC taie
semidreptele (AX si respectiv (AY dupd punctele N si Q. Atunci:

a) punctele M, N, P si Q sunt situate pe un cerc;

b) centrul acestui cerc este pe mediatoarea segmentului (BC').

Demonstratie. Vom face justificarea pentru asezarea punctelor M, N,
P, @ ca in desen. Pentru altd agezare are loc o demonstratie asemanatoare

Patrulaterul APM B este inscriptibil, de unde SAMP = SABP =
180° — ««BAP — <BPA. Pe de altd parte, INQA = <NCA = 180° —
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INAC — <ANC. Deoarece SANC = 180° — <AFC, SAMB = 180° —
JAEB iar SAEB = 4AFC, deducem ca <ANC = <AMB.

De asemenea din izogonalitatea semidreptelor (AM si (AQ, deducem
prin diferentd de unghiuri congruente ca si unghiurile SCAN si <BAP sunt
congruente.

In final avem ci unghiurile <N M P si < NQP sunt suplementare, afir-
matie echivalentd cu inscriptibilitatea patrulaterului M N PQ.

b) Fie V intersectia dreptelor M P cu AC si U intersectia dreptelor
NQ@ cu AB. Triunghiurile AM B si AQC sunt asemenea din cazul UU con-
form punctului a), deci ¥ABM = ¥ACQ. (1) Intrucat patrulaterul ABM P
este inscriptibil, YABM = <M PQ (2). Din relatiile (1) si (2) deducem ca
JACQ = <M PQ, prin urmare patrulaterul PQCYV este inscriptibil. Ana-
log patrulaterul BM NU este inscriptibil. Din puterea punctului A fata de
cercul circumscris triunghiului PQC avem AV - AC = AP - AQ, din puterea
punctului A fata de cercul circumscris patrulaterului NMQP deducem ca
AP - AQ = AN - AM, iar din puterea punctului A fata de cercul circumscris
triunghiului BMN avem AM - AN = AU - AB, deci AV - AC = AU - AB, de
unde UV CB este inscriptibil. (3)

Fie S intersectia dreptelor AC' cu NQ, iar T intersectia lui AB cu
MP. Din asemdanarea triunghiurilor SQC cu TMB (cazul UU), deducem
cd ¥QSC = SMTB, deci patrulaterul SUVT este inscriptibil (4). Avem
imediat din relatiile (3) si (4) <TSV = XACB = 4TUV, deci dreapta ST
este paraleld cu BC, sau antiparalela ST la antiparalela UV a dreptei BC
este paraleld cu dreapta BC.

Consideram cercurile circumscrise triunghiurilor ABC, AMB, PNM.
Dreapta AB este axa radicali a primelor doud, iar dreapta M P este axa
radicala a ultimelor doud, deci punctul T este centrul radical al celor trei
cercuri, adica T" apartine axei radicale a cercurilor circumscrise triunghiurilor
ABC si MNP. Analog punctul S se afla pe aceeasi axa radicald, deci dreapta
ST este axa radicald a celor doua cercuri, circumscris triunghiului ABC' si
MNP. Dacd O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC si O
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este centrul cercului (M, N, P,Q), avem OO’ 1. ST, dar ST || BC, de unde
OO0’ 1 BC, de unde are loc concluzia punctului b).

Solutie alternativd la punctul b). Fie T
intersectia dreptei BM cu cercul circumscris
patrulaterului PQNM, T # M. Deoarece
patrulaterul PQT M este inscriptibil avem
SPTM = <PQM, (1), iar din inscrip-
tibilitatea patrulaterului BAPM deducem
IMAP = <MBP, (2). Din (1) si (2) ob-
tinem ABPT ~ AAMQ), ceea ce conduce
la BT/AQ = BP/AM. Din inscriptibili-
tatea patrulaterului ANQC avem S<AQC =
JANC, (3), iar din a), SANC = SAMB, (4). Din 3 si 4 deducem ca
JAQC = 4AMB, congruenta care, impreund cu YQAC = XBAM, con-
duce la AAMB ~ AAQC. De aici rezultda BM/AM = CQ/AQ. Din put-
erea punctului B fata de cercul circumscris patrulaterului PQM N, obtinem
cd BM - BT = ((AM - QC/AQ) - (BP - AQ/AM) = CQ - BP.

Similar, fie V" intersectia dreptei C'Q) cu cercul circumscris patrulaterului
PQMN, V # @. Din inscriptibilitatea patrulaterului NPQV deducem ci
JAPN = <CV N. Cum patrulaterul NCAQ este inscriptibil, < NAP =
INCQ. Din cazul UU deducem ACVN ~ AAPN, de unde CV/CN =
AP/AN. Pe de alta parte, din punctul a) avem AAPB ~ AANC, de unde
CN/AN = BP/AP.

Avem CQ-CV = CQ-(CN-AP/AN) = CQ((BP-AN/AP)-AP)/AN =
CQ - BP = BM - BT, deci punctele B si C' au puteri egale fata de cercul
circumscris patrulaterului PQM N, ceea ce arata ci centrul O’ al acestui cerc
apartine mediatoarei segmentului BC. O

Rezultatul urmator se referd la conciclicitatea intersectiilor inaltimilor
din varfurile B si C' cu doud ceviene izogonale duse din varful A, pe un cerc
cu centru ce reconstitue mediana din A a triunghiului.

Proprietatea 2. (David Anghel si Petru Braica) Fie ABC un triunghi
oarecare §i i1, iz doud semidrepte cu originea in vdrful A, izogonale fata de
<BAC. Inaltimile din B si C ale triunghiului ABC' intersecteazi cele doud
semidrepte i1 st io tn patru puncte. Aceste patru puncte se afld pe un cerc cu
centrul situat pe mediana din A a triunghiului ABC.

Demonstratie. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Notam cu X si Y
intersectiile inaltimii BH cu 42 si 71, si cu Z si T intersectiile inaltimii CH
cu semidreptele i1, respectiv ip. Triunghiurile AY' B si AT'C' au acelasi unghi
in A si unghiuri egale in varfurile B si C, deci vor avea unghiuri congruente
si in varfurile Y si T, de unde rezulta imediat conciclicitatea punctelor X, Y,
Z si T. Fie O centrul acestui cerc, iar P intersectia dreptelor XZ si YT'. Din
Teorema Brocard avem cd PH este polara lui A, deci OA 1. PH.
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Concluzia problemei este echivalenta

cu egalitatea M = & sa
tesat sinsOAC AR >

sin x(0OA,AB) AC

sin 4 (0OA,AC)  AB’

Dar sin 4(AO, AB) =sin<(PH,HC),
pentru ca PH 1 AO si HC 1 AB. Analog
are loc sin 4 (A0, AC) =sin<4(PH, HB).
singPHT  AC
sindPHX AB’

Din teorema lui Ceva — forma trigonometrica — pentru triunghiul X HT
cu concurenta dreptelor HP, X P gi TP avem

sin<PHT sin<gPXH singPTX

sinyPHX sinaPXT sinaPTH

sin PXT AC
D PXH = <PTH s rama 8§ ————— = ——, echivalent
ar < X §1 ramane ca sn o PTX 1B’ echivalen

PT  AC litat 15 di PT  TZ AT AC
Cu 5y = o egalitate care rezultd din = vyx - Ay - 4
egalitati ce rezulta din asemanarile APY X ~ APZT, ANAY X ~ AATZ
si AATC ~ AAY B, toate din cazul UU de asemanare. Astfel proprietatea

este demonstrati. O

Proprietatea 3. (Petru Braica si David Anghel) Fie ABC un triunghi
oarecare iar i1 $i i2 doud semidrepte izogonale cu originea in vdrful A. Per-
pendiculara dusd din varful B pe i9 taie i1 in punctul X, perpendiculara din
varful B pe i1 taie i3 in Y, perpendiculara dusd din varful C' pe iy taie is
in Z iar perpendiculara din C' pe iy tate i1 in punctul T. Aratati ca punctele
X, Y, Z si T sunt pe un cerc de centru O si, daca notam cu S intersectia
tangentelor la cercul circumscris triunghiuvlui ABC duse in vdrfurile B si C,
atunci punctele A, O si S sunt coliniare.

Demonstratie. Punctele B si C sunt ortocentrele triunghiurilor XAZ,
Y AT respectiv, deci AB 1L XZ, AC 1L YT. Rezultd, folosind unghiuri orien-
tate cd 4(XY,YZ) =90° + <(AB,YZ) = 90° + %(XT, AC) = <(XT,TZ),
de unde reiese ca punctele X, Y, Z, T sunt conciclice.

Restul cerintei se reduce la a demonstra ca centrul cercului care contine
punctele X, Y, Z si T apartine simedianei cu originea in A a triunghiului
sinOAB  AB
sin yOAC — AC”
sin YOAB = sin(90° + (XY, AO)) = cos (XY, AO); analog, sin SOAC =
cos 4(ZT, AO).

Din AABY ~ AACT si AAYT ~ AAXZ deducem egalitatile

AB AY XY
AC AT  ZT.
cos 4 (XY, A0) XY

Ramane de aratat ci cos 32T, 40) = T

Raméane de ardtat ca

7

ABC. Fie O centrul cercului. Vrem si aratam ca Avem
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Fie M intersectia dreptelor XZ si YT, iar
N intersectia dreptelor T'Z si XY. Din Teorema
Brocard rezulta ca dreapta M N este polara lui A,
de unde MN 1 AO. Deoarece punctul N este

intersectia dreptelor XY si ZT', ramane de ardtat
. sin<g (XY, NM) XY litate echivalenta
a = egalitate echivalenta
sina(ZT,NM) _ ZT° 5 v

dM,XY) XY
d(M,ZT)  ZT’

asemanarea AMXY ~ AMTZ.
Cu aceasta, demonstratia este incheiata. O

ceea ce este adevarat din

cu
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