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În aceast  lect, ie vom extinde o proprietate clasic  privind inscriptibili-
tatea patrulaterului având ca vârfuri proiect, iile lui B s, i C pe dou  ceviene
izogonale cu originea în vârful A, într-un triunghi oarecare ABC. Vom privi
astfel intersect, iile izogonalelor cu cercuri în care laturile AB s, i AC sunt coarde
ce se v d sub unghiuri de m sur  variabil , congruente. Proprietatea de in-
scriptibilitate se p streaz  iar centrul cercului circumscris obt, inut nu mai este
mijlocul laturii (BC), ci este mobil pe mediatoarea lui (BC). Demonstrat, ia
acestui rezultat apeleaz  la not, iunile de ax  radical  a dou  cercuri s, i cen-
tru radical a trei cercuri, not, iuni ce se reg sesc în programa de olimpiad .
Aceast  metod  de a extinde probleme de perpendicularitate la probleme
în care privim segmente în cercuri ce subântind unghiuri congruente, poate
genera noi rezultate interesante, precum teorema din aceast  prezentare. De
asemenea vom genera mediana, repectiv simediana din vârful A ca centre ale
unor cercuri circumscrise unor patrulatere determinate de intersect, iile izogo-
nalelor cu drepte perpendiculare.

Vom începe cu prezentarea problemei surs .
Se consider  triunghiul ABC cu �A > 90◦. În interiorul unghiului

BAC se consider  semidreptele (AX s
,
i (AY , astfel încât �BAX = �CAY

(altfel spus egal înclinate fat
,
  de laturi, sau izogonale). Not m cu M mijlocul

laturii BC s
,
i cu P s

,
i Q picioarele perpendicularelor duse din vârful B pe

(AX, respectiv din C pe (AY .
a) Demonstrat

,
i c  triunghiul MPQ este isoscel.

b) Dac  not m cu R s
,
i S picioarele perpendicularelor duse din punctele

B pe semidreptele (Ay s
,
i (Ax, atunci este adev rat c  punctele P , Q, R, S

sunt pe acelas
,
i cerc?

A

B CMP
Q

D ES
R

Solut
,
ie a) Vom considera mijloacele la-

turilor AB s, i AC, notate cu D, respectiv E.
Segmentul PD este median  corespunz toa-
re ipotenuzei AB în triunghiul APB, deci
PD = AB/2. Pe de alt  parte, segmentul
ME este linie mijlocie a triunghiului ABC,
de unde ME = AB/2, as,adar PD = ME.
Analog se arat  c  MD = QE.
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Fie �BAP = �CAQ = x. Avem �PDM = �PDA−�MDA = 180◦−
2x− (180◦ −�A) = �A− 2x = �QEA−�MEA = �QEM . Concluzion m
c , în baza cazului de congruent,  LUL,△PDM ≡ △MEQ, deciMP = MQ.

b) Se demonstreaz  analog egalit t, ile MR = MS respectiv MR =
MP , de unde, din tranzitivitatea relat, iei de congruent,  obt, inem r spunsul
a�rmativ la întrebarea cerint,ei. 2

Observat
,
ii

1. Proprietatea c  proiect, iile vârfurilor B s, i C pe dou  izogonale ale
vârfului A sunt patru puncte conciclice poate � analizat  s, i dac  unghiurile
sunt de m sur  mai mare decât m sura unghiului A.

2. Exist  o modalitate alternativ  pentru a justi�ca concluzia punctului
b), anume prin calcul. Astfel se poate determina lungimea segmentelor MP ,
MQ aplicând teorema cosinusului în triunghiurile congruenteMPD s, iMQE.
Dac  not m cu α m sura unghiului BAP , obt, inem c  unghiul PDM are
m sura |A− 2α|. Astfel, lungimea segmentului MP este dat  de egalitatea

r =

√
b2 + c2

4
− bc

2
cos (A− 2α).

Dac  privim acum proiect, iile pe izogonalele cu înclinarea de m sur  A−α s, i
refacem calculul, se obt, ine valoarea

r =

√
b2 + c2

4
− bc

2
cos (A− 2(A− α)) =

√
b2 + c2

4
− bc

2
cos (2α−A).

As,adar, forma metric  a razei justi�c  egalitatea MP = MR.
În acelas, i timp putem pune problema lungimii extreme a razei r. Se

obt, ine imediat c  valorile extreme ale razei cercului cu centru în punctul M
care cont, ine proiect, iile vârfurilor B s, i C pe izogonale, sunt rmin = |b − c|/2,
respectiv rmax = (b + c)/2, care se obt, in pentru unghiurile A/2, respectiv
(π +A)/2.

Cele precedente pot � extinse astfel.
Proprietatea 1. Se consider  triunghiul ABC cu AB ̸= AC s

,
i (AX,

(AY , dou  semidrepte interioare unghiului BAC, izogonale fat
,
  de �BAC

(�BAX = �CAY ). Consider m punctele E s
,
i F exterioare triunghiului,

din care laturile (AB), respectiv (AC) se v d sub unghiuri egale, dar cu ori-
ent ri opuse. Cercul circumscris triunghiului ABE taie semidreptele (AX
s
,
i (AY dup  punctele M s

,
i P , iar cercul circumscris triunghiului AFC taie

semidreptele (AX s
,
i respectiv (AY dup  punctele N s

,
i Q. Atunci:

a) punctele M , N , P s
,
i Q sunt situate pe un cerc;

b) centrul acestui cerc este pe mediatoarea segmentului (BC).
Demonstrat

,
ie. Vom face justi�carea pentru as,ezarea punctelor M , N ,

P , Q ca în desen. Pentru alt  as,ezare are loc o demonstrat, ie asem n toare
Patrulaterul APMB este inscriptibil, de unde �AMP ≡ �ABP =

180◦ − �BAP − �BPA. Pe de alt  parte, �NQA = �NCA = 180◦ −
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�NAC − �ANC. Deoarece �ANC = 180◦ − �AFC, �AMB = 180◦ −
�AEB iar �AEB ≡ �AFC, deducem c  �ANC ≡ �AMB.

De asemenea din izogonalitatea semidreptelor (AM s, i (AQ, deducem
prin diferent,  de unghiuri congruente c  s, i unghiurile �CAN s, i �BAP sunt
congruente.

În �nal avem c  unghiurile �NMP s, i �NQP sunt suplementare, a�r-
mat, ie echivalent  cu inscriptibilitatea patrulaterului MNPQ.

A

B
C

E

F

M

N

P

Q

U

V

ST

O'

O

b) Fie V intersect, ia dreptelor MP cu AC s, i U intersect, ia dreptelor
NQ cu AB. Triunghiurile AMB s, i AQC sunt asemenea din cazul UU con-
form punctului a), deci �ABM = �ACQ. (1) Întrucât patrulaterul ABMP
este inscriptibil, �ABM = �MPQ (2). Din relat, iile (1) s, i (2) deducem c 
�ACQ = �MPQ, prin urmare patrulaterul PQCV este inscriptibil. Ana-
log patrulaterul BMNU este inscriptibil. Din puterea punctului A fat,  de
cercul circumscris triunghiului PQC avem AV ·AC = AP ·AQ, din puterea
punctului A fat,  de cercul circumscris patrulaterului NMQP deducem c 
AP ·AQ = AN ·AM , iar din puterea punctului A fat,  de cercul circumscris
triunghiului BMN avem AM ·AN = AU ·AB, deci AV ·AC = AU ·AB, de
unde UV CB este inscriptibil. (3)

Fie S intersect, ia dreptelor AC cu NQ, iar T intersect, ia lui AB cu
MP . Din asem narea triunghiurilor SQC cu TMB (cazul UU), deducem
c  �QSC = �MTB, deci patrulaterul SUV T este inscriptibil (4). Avem
imediat din relat, iile (3) s, i (4) �TSV = �ACB = �TUV , deci dreapta ST
este paralel  cu BC, sau antiparalela ST la antiparalela UV a dreptei BC
este paralel  cu dreapta BC.

Consider m cercurile circumscrise triunghiurilor ABC, AMB, PNM .
Dreapta AB este axa radical  a primelor dou , iar dreapta MP este axa
radical  a ultimelor dou , deci punctul T este centrul radical al celor trei
cercuri, adic  T apart, ine axei radicale a cercurilor circumscrise triunghiurilor
ABC s, i MNP . Analog punctul S se a�  pe aceeas, i ax  radical , deci dreapta
ST este axa radical  a celor dou  cercuri, circumscris triunghiului ABC s, i
MNP . Dac  O este centrul cercului circumscris triunghiului ABC s, i O′
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este centrul cercului (M,N,P,Q), avem OO′ ⊥ ST , dar ST ∥ BC, de unde
OO′ ⊥ BC, de unde are loc concluzia punctului b).

A

B
CM

N

T
V

Q

E
F

P

Solut
,
ie alternativ  la punctul b). Fie T

intersect, ia dreptei BM cu cercul circumscris
patrulaterului PQNM , T ̸= M . Deoarece
patrulaterul PQTM este inscriptibil avem
�PTM = �PQM , (1), iar din inscrip-
tibilitatea patrulaterului BAPM deducem
�MAP = �MBP , (2). Din (1) s, i (2) ob-
t, inem △BPT ∼ △AMQ, ceea ce conduce
la BT/AQ = BP/AM . Din inscriptibili-
tatea patrulaterului ANQC avem �AQC =
�ANC, (3), iar din a), �ANC = �AMB, (4). Din 3 s, i 4 deducem c 
�AQC = �AMB, congruent,  care, împreun  cu �QAC = �BAM , con-
duce la △AMB ∼ △AQC. De aici rezult  BM/AM = CQ/AQ. Din put-
erea punctului B fat,  de cercul circumscris patrulaterului PQMN , obt, inem
c  BM ·BT = ((AM ·QC/AQ) · (BP ·AQ/AM) = CQ ·BP .

Similar, �e V intersect, ia dreptei CQ cu cercul circumscris patrulaterului
PQMN , V ̸= Q. Din inscriptibilitatea patrulaterului NPQV deducem c 
�APN = �CV N . Cum patrulaterul NCAQ este inscriptibil, �NAP =
�NCQ. Din cazul UU deducem △CV N ∼ △APN , de unde CV/CN =
AP/AN . Pe de alt  parte, din punctul a) avem △APB ∼ △ANC, de unde
CN/AN = BP/AP .

Avem CQ·CV = CQ·(CN ·AP/AN) = CQ((BP ·AN/AP )·AP )/AN =
CQ · BP = BM · BT , deci punctele B s, i C au puteri egale fat,  de cercul
circumscris patrulaterului PQMN , ceea ce arat  c  centrul O′ al acestui cerc
apart, ine mediatoarei segmentului BC. 2

Rezultatul urm tor se refer  la conciclicitatea intersect, iilor în lt, imilor
din vârfurile B s, i C cu dou  ceviene izogonale duse din vârful A, pe un cerc
cu centru ce reconstitue mediana din A a triunghiului.

Proprietatea 2. (David Anghel s, i Petru Braica) Fie ABC un triunghi
oarecare s

,
i i1, i2 dou  semidrepte cu originea în vârful A, izogonale fat

,
  de

�BAC. În lt
,
imile din B s

,
i C ale triunghiului ABC intersecteaz  cele dou 

semidrepte i1 s
,
i i2 în patru puncte. Aceste patru puncte se a�  pe un cerc cu

centrul situat pe mediana din A a triunghiului ABC.
Demonstrat

,
ie. Fie H ortocentrul triunghiului ABC. Not m cu X s, i Y

intersect, iile în lt, imii BH cu i2 s, i i1, s, i cu Z s, i T intersect, iile în lt, imii CH
cu semidreptele i1, respectiv i2. Triunghiurile AY B s, i ATC au acelas, i unghi
în A s, i unghiuri egale în vârfurile B s, i C, deci vor avea unghiuri congruente
s, i în vârfurile Y s, i T , de unde rezult  imediat conciclicitatea punctelor X, Y ,
Z s, i T . Fie O centrul acestui cerc, iar P intersect, ia dreptelor XZ s, i Y T . Din
Teorema Brocard avem c  PH este polara lui A, deci OA ⊥ PH.
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A

B C

OH

X

Y

Z

T

P

Concluzia problemei este echivalent 

cu egalitatea
sin�OAB

sin�OAC
=

AC

AB
, sau

sin�(OA,AB)

sin�(OA,AC)
=

AC

AB
.

Dar sin�(AO,AB) = sin�(PH,HC),
pentru c  PH ⊥ AO s, i HC ⊥ AB. Analog
are loc sin�(AO,AC) = sin�(PH,HB).

R mâne de ar tat c 
sin�PHT

sin�PHX
=

AC

AB
.

Din teorema lui Ceva � forma trigonometric  � pentru triunghiul XHT
cu concurent,a dreptelor HP , XP s, i TP avem

sin�PHT

sin�PHX
· sin�PXH

sin�PXT
· sin�PTX

sin�PTH
= 1.

Dar �PXH = �PTH s, i r mâne c 
sin�PXT

sin�PTX
=

AC

AB
, echivalent

cu
PT

PX
=

AC

AB
, egalitate care rezult  din

PT

PX
=

TZ

Y X
=

AT

AY
=

AC

AB
,

egalit t, i ce rezult  din asem n rile △PY X ∼ △PZT , △AYX ∼ △ATZ
s, i △ATC ∼ △AY B, toate din cazul UU de asem nare. Astfel proprietatea
este demonstrat . 2

Proprietatea 3. (Petru Braica s, i David Anghel) Fie ABC un triunghi
oarecare iar i1 s

,
i i2 dou  semidrepte izogonale cu originea în vârful A. Per-

pendiculara dus  din vârful B pe i2 taie i1 în punctul X, perpendiculara din
vârful B pe i1 taie i2 în Y , perpendiculara dus  din vârful C pe i1 taie i2
în Z iar perpendiculara din C pe i2 taie i1 în punctul T. Ar tat

,
i c  punctele

X, Y , Z s
,
i T sunt pe un cerc de centru O s

,
i, dac  not m cu S intersect

,
ia

tangentelor la cercul circumscris triunghiului ABC duse în vârfurile B s
,
i C,

atunci punctele A, O s
,
i S sunt coliniare.

Demonstrat
,
ie. Punctele B s, i C sunt ortocentrele triunghiurilor XAZ,

Y AT respectiv, deci AB ⊥ XZ, AC ⊥ Y T . Rezult , folosind unghiuri orien-
tate c  �(XY, Y Z) = 90◦ +�(AB, Y Z) = 90◦ +�(XT,AC) = �(XT, TZ),
de unde reiese c  punctele X, Y , Z, T sunt conciclice.

Restul cerint,ei se reduce la a demonstra c  centrul cercului care cont, ine
punctele X, Y , Z s, i T apart, ine simedianei cu originea în A a triunghiului

ABC. Fie O centrul cercului. Vrem s  ar t m c 
sin�OAB

sin�OAC
=

AB

AC
. Avem

sin�OAB = sin(90◦ +�(XY,AO)) = cos�(XY,AO); analog, sin�OAC =
cos�(ZT,AO).

Din △ABY ∼ △ACT s, i △AY T ∼ △AXZ deducem egalit t, ile
AB

AC
=

AY

AT
=

XY

ZT
.

R mâne de ar tat c 
cos�(XY,AO)

cos�(ZT,AO)
=

XY

ZT
.
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A

B C
O

S

X

T

Y N

ZM

Fie M intersect, ia dreptelor XZ s, i Y T , iar
N intersect, ia dreptelor TZ s, i XY . Din Teorema
Brocard rezult  c  dreapta MN este polara lui A,
de unde MN ⊥ AO. Deoarece punctul N este
intersect, ia dreptelor XY s, i ZT , r mâne de ar tat

c 
sin�(XY,NM)

sin�(ZT,NM)
=

XY

ZT
, egalitate echivalent 

cu
d(M,XY )

d(M,ZT )
=

XY

ZT
, ceea ce este adev rat din

asem narea △MXY ∼ △MTZ.
Cu aceasta, demonstrat, ia este încheiat . 2
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