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APLICATII ALE NUMERELOR COMPLEXE iN
PROBLEME DE NUMARARE
ALEXANDRU BALTARIGA?,

In cele ce urmeazi vom ilustra un mod de a folosi numerele complexe
pentru a rezolva o intreagd categorie de probleme de numéarare. Aceasta
metoda este folositoare in abordarea unor probleme de olimpiada atat la
nivelul clasei a 10-a, cat si in competitii internationale. De asemenea, vom
considera folosirea numelor complexe impreuna cu aspecte din teoria poli-
noamelor. Exercitiile sunt ordonate crescator ca nivel de dificultate.

1. Introducere
O prima aplicatie a numelor complexe este aceea de a demonstra anumite
identitati combinatorice. Reamintim formula de dezvoltare a binomului:

(x+y)" = Cl™° + Cla" tyt + C2a"2y* + ... + Clay".
Aplicatie. Fie n € N,n > 3. Calculati S = CO+ 3+ CO+ ...+ Oy,
Solutie. Fie € = cos 2{ ~+1sin 2% Atunci €2 = 1, e24+e+1 = 0. Folosind

teorema binomului avem
1+1)* =cd+cC) +02 +...4C"
(1+e)" =CY+Cle +C22 +...+C"
(1+eH)"=CY+Cle? + C2(e)* + ... + O ()™

Adunand aceste trei relatii obtinem

b (14&)" + (1+2)" =3(C0+C3+ 8+ ...+ L3y,
Rezulta

CO+ OB Ol 4ol S THAT P H AT
2V (=) (=) 2"+ (—1)"(e+€?) 2" 4 (—1)" T
B 3 B 3 B 3
2. O lema utila
In continuare vom demonstra o lema legatia de ireductibilitatea unor
polinoame. Ea se bazeaza pe urmatoarea propozitie, a carei demonstratie o
omitem, deoarece ea poate fi gasitd in orice carte despre polinoame.

D Lucrarea a fost prezentatd in cadrul celei de-a treia editii a conferintei ,International
Symposium & International Student Workshop on Interdisciplinary Mathematics in the
CiTi areas”, desfdsurata la Universitatea Nationald de Stiintd si Tehnologie ,,Politehnica”
Bucuresti din perioada 26-28 iunie 2024.
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Propozitie. Fie p un numar prim, p > 2, si f € Q[z], f(z) =14+2x+
22 4. 4 2P Atunci f este ireductibil peste Q.

Polinomul f se numeste al p -lea polinom ciclotomic.

Lema. Fiep > 2 un numdar prim, € = cos 2f—l—isin 27” §1.G0,Q1,--.,0p—1
numere rationale astfel incat ag+aie+. . .—|—a,p_16p*1 = 0. Atunci ag = a1 =
NS ap_l.

Demonstratie. Consideram f, g € Q[z], f(z) = 1+ 2+ ... + 2P~ L
g(x) = ap + a1z + ... + apzP~ L.

Deoarece f este ireductibil peste Q si g(e) = 0, reiese ca f(x) | g(x).

Pe de alta parte, deg(f(z)) = deg(g(x)). Deducem ca J¢ € Q astfel
incat g(z)=cf(x). Identificand coeficientii obtinem ap=a;=... =ap,—1 =c.

3. Cateva exercitii

1. Consideram un dreptunghi care poate fi acoperit fara suprapuneri cu
dreptunghiuri mai mici de dimensiuni 1 X m sau n x 1. Demonstrati cda drep-
tunghiul poate fi acoperit folosind doar unul dintre tipurile de dreptunghiuri
de mai sus.

Solutie. Fie a,b dimensiunile dreptunghiului, cu a,b € N.

Tmpér‘gim dreptunghiul in patrate 1 x 1 si le indexam ca mai jos:

(1,1) (1,2) ... (L,b)

@1) .. . (ab)

Asociem patratului (i, j) numirul complex £ - &2 unde
p ) J p 1°€2s

2r . 27 2r . 27
€1 = COS — 4+ 18ln —, £ = COS — —+ ¢2S1n —.

n n m m
Observam ca in fiecare dreptunghi 1 x m si n x 1 suma numerelor com-

plexe corespunzatoare este 0, deci suma tuturor numerelor este 0:

a b a b
0= Z Zsﬁ e = (Zaﬁ) (Za%)
i=1 j=1 i=1 j=1
Reiese cd una dintre paranteze este nula, deci n | a sau m | b.

2. Este posibil sa acoperim un patrat 13 x 13 cu dreptunghiuri 1 x 4 si
4 x 1 astfel incat patratul unitate din centru sa ramand liber?

Solutie. Sa presupunem ca o astfel de acoperire este posibild. Asociem
celulei (k,j) numirul complex i*¥27. Observam ca suma numerelor din orice
dreptunghi 1 x 4 sau 4 x 1 este 0. Astfel, suma tuturor numerelor din drep-
tunghiurile mici este 0. Aceasta inseamnd ca suma numerelor din patrat este
i727 = 21 = . Pe de altd parte, suma numerelor din pitrat este

7;13_1‘2 i26—1 3 .
_ i — =1’ = —i,
i—1 i2—1

(i4i% ..+ P+t +i%) =4
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ceea ce este imposibil.
3. Cate numere avdand n cifre, elemente ale multimii {2,3,7,9}, sunt

divizibile cu 39
Solutie. Fie x,, Y, 2z, numarul numerelor de tipul cerut care sunt con-
gruente cu 0, 1, respectiv 2 modulo 3.

Fie ¢ = cos 3 + i sin 23”. Stim ca restul impartirii la 3 a unui numar

este acelasl cu restul impartirii sumei cifrelor numarului la 3, deci

Tn+Yn +2n = 4"
Z g2 3 Tjat00s — (2 4 &3 4 T 4 ) =1,
Ji+je+izt+ja=n

Ty + EYn + €2zn =

Astfel x,, — 1 +ey, +£> n = 0 deci, conform lemei, x,—1 =y, = z, = k.

-1 4™ + 2
Rezulta 4" — 1 =3k, k = , Ty = ;_
4 Fie n un NUMAr prim si ai, ..., Gy, numere naturale nenule. Pentru
n — 1 consideram numarul f(k) al m—uplurilor (c1,...,cm),

7' * )

k =0,
1 < ¢ < a4, care satisfac relatia
m

Zci =k (mod n).
i=1
Demonstrati ca f(0) = f(1) = ... = f(n—1) daca si numai dacd n | a;
pentru un anumit j € {1,2,...,m}.
Solutie. Fie ¢ = cos <L 27’ + ¢sin 27” Atunci:
m
H(w + 224 4% = Z perttem g
i=1 1<¢;<a;
m
fO +f(De+...+ f(n—1)e" ! = glrttem — H(s +e2 4 ... %)
1<¢i<a; i=1
Deducem
f0O)=f1)=...=f(n—-1) <= fO)+f(De+...+ f(n—1e"1 =

0 < [[X,(e+e?+...4+£%) =0 < exista j astfel incat e+...4e% =0

<= n | a; pentru o anumita valoare a lui j.
5. (OIM 1995) Pentru o multime finita A de numere reale notam m(A)

suma elementelor multimii. Fie p > 3 un numar prim si A = {1,2,...,2p}.
Calculati numarul submultimilor B C A cucard B=p sip| m(B).
Solutie. Fie ¢ = cos 2™ + jsin 2*. Notam cu zj, 3 =0,1,...,p—1

numérul submultimilor B C A cu |[B| =psi m(B) =j (mod p). Atunci

p—1
Z$j€] - Z Em(B) — Z gcl+02+---+cp.
Jj=0

BCA,|B|=p 1<e1 <. <ep<2p
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Ultimul numér este coeficientul lui 2P din polinomul (z-+¢)(x+¢2) ... (z+&2P).
Cum 2P — 1= (z —1)(z —¢)...(z — &P~ ') deducem

(x+e)(z+e?) ... (x+e%) = (2P 4 1)%
deci coeficientul lui 2 este 2. Reiese Z?;é z;) = 2, de unde
x0—2+x15+...+xp,15p_1 =0,
deci, conform lemei, zg — 2 = xl =...=2p_1 = k. Obtinem pk = xo+ ...+

p P _
L -2=CF - 2k—C 2o =24 22

6. (OIM 1974) Demonstra‘gi ca numarul N nu e divizibil cu 5 pentru
nicio valoare a numarului natural n, unde

2k+1 3k
N = Z CQnil 2

Solutie. Deoarece 23 = —2 (mod 5), este suficient si aratdm ca urma-
toarea suma nu este divizibila cu 5:

5, = 2 (CEH - (24,
k=0

Avem (1 +4v/2)?"*! = R, +i/2S,,, unde
n
Ry = Z(CQn+1 (— 2)k)
k=0

Trecand la module obtinem 32" = R2 + 252,

Daca presupunem S, = 0 (mod 5), atunci R2 = 32"+ (mod 5). Dar
32+l = 3.9" = £3 (mod 5), de unde R? = +3 (mod 5) — contradictie.

7. (Qihong Xie) Cate submultimi ale multimii {1,2,...,2000} au suma
elementelor divizibila cu 57

Solutie. Consideram polinomul f(z) = (1 + z)(1 + 2?)... (1 + 229).

Existd o bijectie intre multimea submultimilor {a1,...,am} ale multi-
mii {1,2,...,2000} si multimea monoamelor de forma z%z% ... x%". Astfel,
numarul cerut este egal cu suma S a coeficientilor monoamelor de forma x5
din dezvoltarea lui f.
1000-2001
Fie f= >  c¢a”. Consideram e = cos 2& = + isin 2X. Avem €° =1 si
k=0
l+e+...+et=0. Atunci
5
Zf(f:‘j) = 5¢q + bes + bep + ... = 5S.
j=1

Numerele €, 2,3, %, ® = 1 sunt radicinile polinomului g(z) = 251 =

(r—¢)...(x —€5). Reiese g(—1) = =2 = (=1 —¢)(—=1 —£?)... (=1 — &%),
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de unde (14¢)...(1+&%) =2si f(e) = f(e?) = ... = f(e*) = 2199, Apoi,
f(%) = f(1) = 2290 Obtinem raspunsul
4. 9400 192000 9402 | 92000
S = = .
) )
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