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Se verifică us,or că, ı̂n fiecare dintre cele patru cazuri de mai sus s, i pentru
orice a � x′ < x′′ � b are loc implicat, ia:

dacă x′, x′′ ∈ (x−δ, x) sau x′, x′′ ∈ (x, x+δ), atunci |f(x′′)−f(x′)| < ε. (2)

Cu alte cuvinte, pentru fiecare ε > 0 există δ > 0 astfel ı̂ncât relat, ia (2)
are loc; conform criteriului Cauchy, rezultă că limitele laterale f(x+), f(x−)
există s, i sunt finite.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

CINE COMUTĂ CU COMUTATORUL?1), 2)

Radu Gologan3), Alexandru Negrescu4) s, i

George Florin S, erban
5)

Un rezultat celebru, demonstrat de Nathan Jacobson ı̂n contextul unei
algebre Lie peste un corp de caracteristică zero, afirmă că, dacă comutatorul
a două matrice comută cu una dintre acestea, atunci comutatorul este o ma-
trice nilpotentă. Des, i rezultatul provine dintr-o matematică neelementară,
vom oferi justificări ce folosesc not, iuni de bază ale algebrei liniare (poli-

nom caracteristic, polinom minimal, valori proprii). Înainte de a ne ı̂ndrepta
atent, ia spre cazul general, vom discuta situat, ia, mai simplă, ı̂n care comu-

tatorul coincide cu una dintre matrice. În ı̂ncheiere vom prezenta rezolvările
câtorva probleme, aplicat, ii ale celor de mai devreme, propuse prin reviste sau
la felurite competit, ii de matematică.

Pentru ı̂nceput, să ne familiarizăm cu personajul principal al acestei
expuneri.

Definit, ia 1. Fie A,B ∈ Mn (C). Matricea [A,B] = AB − BA se
numes,te comutatorul matricelor A s,i B.

După cum se poate observa, comutatorul este un operator antisimetric,
deci este esent,ială ordinea ı̂n care sunt ment,ionate matricele.

Folosind proprietăt,ile operat,iilor cu matrice, reiese imediat că, dacă
A,B,C,D ∈ Mn(C), atunci au loc identităt, ile:

1),Această lect, ie este bazată pe două materiale primite ı̂n acelas, i timp de la autori
2)Partea I.
3)Prof. univ. dr., Universitatea Politehnică, Bucures,ti.
4)Lect. univ. dr., Universitatea Politehnică, Bucures,ti.
5)Profesor, Colegiul Nat, ional Pedagogic ,,D. P. Perpessicius”, Brăila.
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a) [A,A] = On.
b) [A,B] = −[B,A].
c) [A+B,C] = [A,C] + [B,C].
d) Identitatea lui Jacobi,[A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]] = On.
e) [A,BC] = [A,B]C +B[A,C].
f) [AB,C] = A[B,C] + [A,C]B.
g) [A,B + C] = [A,B] + [A,C].
h) [A+B,C +D] = [A,C] + [A,D] + [B,C] + [B,D].

Următoarea definit,ie introduce o not, iune pe care o vom ı̂ntâlni adesea
ı̂n paginile următoare.

Definit, ia 2. Fie A ∈ Mn (C). Spunem că matricea A este nilpotentă
dacă există m ∈ N∗ astfel ı̂ncât Am = On.

Comentariul 1. Cea mai mică astfel de valoare a lui m se numes,te
indexul de nilpotent,ă al matricei A. Vom arăta ı̂n următoarele rânduri că

indexul de nilpotent, ă al lui A este cel mult egal cu n. Într-adevăr, t, inând
cont că polinomul minimal al matricei A, pe care ı̂l notăm cu mA, divide pe
xm s, i gradmA � n, deducem că mA = xk, cu k � n, deci Ak = On, egalitate
ce implică An = On.

As,a cum am ment,ionat mai devreme, ne vom ocupa, pentru ı̂nceput, de
situat, ia ı̂n care comutatorul a două matrice coincide cu una dintre acestea.

Însă, ı̂nainte de a demonstra primul rezultat important al acestei lucrări, vom
justifica două propozit,ii ce ne vor fi de folos ı̂n demersul nostru. Prima dintre
acestea evident,iază faptul că cele două matrice satisfac o relat, ie similară celei
din ipoteză.

Propozit, ia 3. Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât [A,B] = A. Atunci are
loc egalitatea AkB −BAk = kAk, pentru orice k ∈ N∗.

Demonstrat,ie. Vom justifica egalitatea dorită prin metoda induct,iei

matematice. În cazul k = 1 recunoas,tem egalitatea din ipoteză. Presupunem
acum că egalitatea este adevărată pentru k ∈ N∗ s,i o probăm pentru k + 1.
Avem Ak+1B − BAk+1 = A

(
AkB

)− BAk+1 = A
(
kAk +BAk

) − BAk+1 =

kAk+1 + ABAk − BAk+1 = kAk+1 + (AB −BA)Ak = (k + 1)Ak+1 s, i, cu
aceasta, demonstrat, ia este ı̂ncheiată. �

Următorul rezultat subliniază un fapt us,or de descris ı̂n cuvinte: dacă
urmele primelor n puteri naturale nenule ale unei matrice n × n sunt nule,
atunci matricea este nilpotentă.

Teorema 4. Fie A ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât Tr
(
Ak

)
= 0, pentru orice

k ∈ 1, n. Atunci An = On.

Demonstrat,ie. Vom arăta că toate valorile proprii ale matricei A sunt
nule. Presupunem, prin absurd, că matricea A are valori proprii nenule.
Fie λ1, λ2, . . . , λr, valorile proprii distincte s, i nenule ale matricei A, de mul-
tiplicităt, i algebrice m1,m2, . . . ,mr, ı̂n această ordine. Prin urmare, avem
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Tr
(
Ak

)
= m1λ

k
1 + m2λ

k
2 + . . . + mrλ

k
r , pentru orice k ∈ 1, n. Obt,inem

sistemul ⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m1λ1 +m2λ2 + . . .+mrλr = 0

m1λ
2
1 +m2λ

2
2 + . . .+mrλ

2
r = 0

...

m1λ
n
1 +m2λ

n
2 + . . .+mrλ

n
r = 0

,

din care extragem primele r ecuat, ii:⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

m1λ1 +m2λ2 + . . .+mrλr = 0

m1λ
2
1 +m2λ

2
2 + . . .+mrλ

2
r = 0

...

m1λ
r
1 +m2λ

r
2 + . . .+mrλ

r
r = 0

.

Având ı̂n vedere că∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 λ2 · · · λr

λ2
1 λ2

2 · · · λ2
r

...
...

. . .
...

λr
1 λr

2 · · · λr
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1λ2 · . . . · λr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
λ1 λ2 · · · λr
...

...
. . .

...

λr−1
1 λr−1

2 · · · λr−1
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1λ2 · . . . · λr

∏
1�i<j�n

(λj − λi) �= 0

(ultimul fiind un determinant Vandermonde), rezultă că m1 = m2 = . . . =
mr = 0, contradict, ie. Prin urmare, matricea A are doar valori proprii nule,
ceea ce ı̂nseamnă că polinomul caracteristic al acesteia este xn s, i concluzia
este imediată. �

Altă demonstrat,ie. Fie Sp(A) = {λ1, λ2, λ3, . . . , λn}. Atunci Tr(Ak) =
λk
1 + λk

2 + λk
3 + . . .+ λk

n := pk = 0,∀k ∈ {1, 2, 3, . . . , n}.
Fie Q(x) = xn+e1x

n−1+e2x
n−2+. . . en−1x+en polinomul caracteristic

al matricei A. Aplicăm formulele lui Newton: kek =
k∑

i=1
(−1)i−1ek−ipi = 0

s,i rezultă e1 = e2 = . . . = en = 0. As,adar Q(x) = xn. Aplicăm teorema lui
Cayley-Hamiton s, i obt,inem că An = On. �

Primul rezultat important al acestui articol reprezintă o consecint, ă ime-
diată a ultimelor două propozit,ii.

Corolarul 5. Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât [A,B] = A. Atunci
matricea A este nilpotentă.

Demonstrat,ie. Conform Propozit, iei 3, avem kAk = AkB−BAk, pentru
orice k ∈ N∗, de unde, prin trecere la urmă, kTr

(
Ak

)
= Tr

(
AkB −BAk

)
=

Tr
(
AkB

) − Tr
(
BAk

)
s,i, t,inând cont că Tr (XY ) = Tr (Y X), pentru orice

X,Y ∈ Mn (C), deducem că Tr
(
Ak

)
= 0, pentru orice k ∈ N∗. Rezultă,

grat, ie Propozit, iei 4, că matricea A este nilpotentă. �
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În cele ce urmează, ne vom ı̂ndrepta atent, ia spre cazul mai general, ı̂n

care comutatorul a două matrice comută cu una dintre acestea. Înainte de
a oferi demonstrat,ia, pentru care este suficientă doar cunoas,terea not,iunii
de polinom caracteristic al unei matrice, vom prezenta câteva proprietăt, i
ale comutatorului, care evident,iază similarităt, ile dintre acesta din urmă s, i
operatorul de derivare.

Propozit, ia 6. Fie M ∈ Mn (C). Pentru o matrice oarecare, X ∈
Mn (C), notăm X ′ = [X,M ]. Atunci au loc următoarele:

i) (A+B)′ = A′ +B′, pentru orice A,B ∈ Mn (C);
ii) (αA)′ = αA′, pentru orice A ∈ Mn (C) s,i α ∈ C;
iii) (AB)′ = A′B +AB′, pentru orice A,B ∈ Mn (C).

Demonstrat,ie. Folosind definit,ia comutatorului, putem scrie:
i) (A+B)′ = [A+B,M ] = (A+B)M −M (A+B) = AM + BM −

MA−MB = AM −MA+BM −MB = [A,M ] + [B,M ] = A′ +B′;
ii) (αA)′ = [αA,M ] = (αA) · M − M · (αA) = α (AM −MA) =

α [A,M ] = αA′;
iii) (AB)′ = [AB,M ] = ABM − MAB = (AM − MA)B + A(BM −

MB) = [A,M ]B +A [B,M ] = A′B +AB′. �

Comentariul 4. Primele două proprietăt,i justificate ı̂n propozit,ia an-
terioară subliniază faptul că aplicat, ia f : Mn (C) → Mn (C), cu f (X) =
[X,M ], pentru orice X ∈ Mn (C), reprezintă un operator liniar (un endo-
morfism) pe spat,iul vectorial complex Mn (C).

Propozit, ia 7. Fie A,B ∈ Mn (C). Pentru o matrice X ∈ Mn (C),

notăm X ′ = [X,B]. Dacă matricele A s,i A′ comută, atunci
(
Ak

)′
= kAk−1A′,

pentru orice k ∈ N∗.
Demonstrat,ie. Vom rat,iona prin metoda induct,iei matematice. Pentru

k = 1, relat, ia de demonstrat devine trivială. Presupunem că aceasta este
adevărată pentru k ∈ N∗ s, i o probăm pentru k + 1. Conform ipotezei de

induct,ie s,i Propozit, iei 6, putem scrie
(
Ak+1

)′
=

(
A · Ak

)′
= A′Ak+A

(
Ak

)′
=

A′Ak +A · (kAk−1A′) = (k + 1)AkA′ s, i justificarea este ı̂ncheiată. �

Comentariul 5. Drept consecint, ă a propozit,iei anterioare, dacă ma-
tricele A s, i A′ comută, atunci, pentru orice polinom g ∈ C [x], avem (g (A))′ =
g′ (A)A′, unde g′ reprezintă derivata uzuală a funct,iei polinomiale g.

Următoarea teoremă reprezintă al doilea rezultat important al acestui
articol.

Teorema 8. (Lema lui Jacobson) Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât
matricele A s,i [A,B] comută. Atunci matricea [A,B] este nilpotentă.

Demonstrat,ie. Pentru o matrice oarecare, X ∈ Mn (C), notăm X ′ =
[X,B], X ′′ = (X ′)′ s, i X(k) = (. . . ((X ′)′)′ . . .)′, unde, ı̂n membrul drept, sunt
k− 1 perechi de paranteze rotunde, cu k � 3. Din ipoteză, s,tim că matricele
A s, i A′ comută.
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Fie p ∈ C [x], polinomul caracteristic al matricei A. Evident, p (A) =
On. Drept urmare, avem On = (p (A))′ = p′ (A)A′.

Apoi, grat, ie Propozit, iei 6, putem scrie On = (p (A))′′ = (p′ (A)A′)′ =
(p′ (A))′ A′ + p′ (A)A′′, deci

On = p′′ (A) (A′)2 + p′ (A)A′′,
de unde, prin ı̂nmult,ire la dreapta cu matricea A′, rezultă că

On = p′′ (A) (A′)3 + p′ (A)A′′A′.
Deoarece AA′ = A′A, rezultă că (AA′)′ = (A′A)′, deci (A′)2 + AA′′ =

A′′A + (A′)2, ceea ce ı̂nseamnă că s,i matricele A s, i A′′ comută, de unde
rezultă că matricea A′′ comută cu orice polinom ı̂n A; ı̂n particular, s, i cu
p′ (A). Atunci p′ (A)A′′A′ = A′′p′ (A)A′ s,i, t, inând cont că p′ (A)A′ = On,
rezultă că p′ (A)A′′A′ = On. Deci

p′′ (A) (A′)3 = On.
Continuând ı̂n aceeas, i manieră, se poate arăta că

p(k) (A) (A′)2k−1 = On, pentru orice k ∈ N∗.
În particular, avem

p(n) (A) (A′)2n−1 = On.
Deoarece p este polinomul caracteristic al matricei A, acesta este un

polinom monic de grad n, as,a că p(n) (A) = n!In, de unde rezultă că (A
′)2n−1 =

On, ceea ce ı̂nseamnă că matricea A′ = [A,B] este nilpotentă. �

Altă demonstrat,ie. Notăm C = AB −BA, deci AC = CA.
Demonstrăm prin induct,ie matematică propozit,ia P (k) : ACk = CkA.

P (1) este adevărată deoarece AC = CA. Presupunem că P (k) este adevărată.

Înmult,ind la dreapta cu C avem ACk+1 = CkAC = CkCA = Ck+1A s, i
rezultă că P (k + 1) : ACk+1 = Ck+1A, este adevărată.

Din Ck = Ck−1C = Ck−1(AB−BA) = Ck−1AB−Ck−1BA = ACk−1B−
Ck−1BA, reiese Tr(Ck) = Tr(A · (Ck−1B)) − Tr((Ck−1B) · A) = 0 pentru
orice k � 1, deoarece Tr(XY ) = Tr(Y X),∀X,Y ∈ Mn(C). Conform teore-
mei 4, reiese că [A,B] este nilpotentă.

Comentariul 6. Pentru o demonstrat,ie a rezultatului anterior, bazată
pe norme de matrice, vezi [5].

Comentariul 7. Observăm că, din punct de vedere ,,aritmetic”, e-
sent, ială a fost ı̂mpărt, irea, de la final, prin n!. Drept urmare, putem ı̂nlocui
corpul numerelor complexe cu orice corp finit, K, pentru care charK = 0 sau
charK > n.

Un contraexemplu ı̂n M3 (Z3) este reprezentat de matricele

A =

⎛
⎝1 2 1
0 1 2
0 0 1

⎞
⎠ s,i B =

⎛
⎝0 0 0
1 0 0
0 2 0

⎞
⎠ .

Des, i matricele A s,i [A,B] comută, matricea [A,B] nu este nilpotentă.

Corolarul 9. Dacă A,B ∈ Mn(C) s, i [A,B] = A∗, atunci (A∗)2 = On.
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Demonstrat,ie. Avem AA∗ = A∗A = detAIn, deci A[A,B] = [A,B], A.
Conform lemei lui Jacobson, A∗ = [A,B] este nilpotentă. Deoarece A∗ are
rangul cel mult 1, reiese că (A∗)2 = On. �

Pauză de fortificare intelectuală. Rezultatul anterior a fost demonstrat

de matematicianul american Nathan Jacobson (1910–1999) s,i publicat de acesta

ı̂n [3]. Dintre institut, iile la care Jacobson a predat, amintim Universităt,ile Johns

Hopkins s, i Yale. În perioada 1971–1973 a ı̂ndeplinit funct, ia de pres,edinte al So-

cietăt,ii Americane de Matematică, iar ı̂ntre anii 1972 s, i 1974 a ocupat fotoliul de

vicepres,edinte al Uniunii Matematice Internat,ionale.

În cele ce urmează vom evident,ia important,a teoremei precedente, pre-
zentând câteva aplicat, ii ale acesteia ı̂n rezolvările unor probleme propuse ı̂n
reviste sau la diverse competit, ii de matematică.

1. Fie A,B ∈ M3(C) cu proprietatea că matricele A s, i (AB −BA)2

comută. Demonstrat, i că det(AB −BA) = 0.
Mihai Opincariu, Gazeta Matematică nr 10/2022.

Solut,ie. Notăm C = AB−BA. Avem AC2 = C2A, Tr(C) = Tr(AB)−
Tr(BA) = 0.

Aplicăm teorema Cayley-Hamilton: C3 − (Tr(C))C2 + (Tr(C∗))C −
(detC)I3 = O3. Rezultă C3 + (Tr(C∗))C − (detC)I3 = O3 s,i, ı̂nmult, ind cu

C, C4 + (Tr(C∗))C2 − (detC)C = O3. Înmult,im ı̂ntâi la stânga cu A, apoi
ı̂nmult, im la dreapta cu A s, i obt,inem AC4 + (Tr(C∗))AC2 − (detC)AC =
O3 s, i C4A + (Tr(C∗))C2A − (detC)CA = O3. Din AC2 = C2A obt,inem
AC4 = C2AC2 = C4A. Scădem cele două egalităt, i s, i obt,inem AC detC =
CAdetC. Dacă detC = 0, concluzia este adevărată. Dacă AC = CA, adică
A(AB−BA) = (AB−BA)A, aplicăm lema lui Jacobson s, i avem că matricea

C = AB − BA este nilpotentă: (AB −BA)3 = O3, deci det (AB −BA)3 =

detO3 = (det(AB −BA))3 = 0, de unde det(AB −BA) = 0. �

2. Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât A
2B+BA2 = 2ABA. Să se arate că

există k ∈ N∗ astfel ı̂ncât (AB −BA)k = On.
IMC, 2009

Solut,ie. Egalitatea din ipoteză implică A2B − ABA = ABA − BA2,
adică A (AB −BA) = (AB −BA)A, deci matricele A s, i [A,B] comută.
Rezultă, conform Lemei lui Jacobson, că matricea AB −BA este nilpotentă
s,i concluzia este imediată. �

3. Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât AB2 − B2A = B. Să se arate că
matricea B este nilpotentă.

Moshe Rosenfeld, American Mathematical Monthly
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Solut,ie. Egalitatea din enunt, este echivalentă cu B2A − AB2 = −B,
adică

[
B2, A

]
= −B, as,a că matricele B2 s,i

[
B2, A

]
comută. Rezultă, con-

form Lemei lui Jacobson, că matricea
[
B2, A

]
= −B este nilpotentă, deci s, i

matricea B este nilpotentă. �

Comentariul 9. Se observă că membrul drept al egalităt, ii din ipoteză
poate fi ı̂nlocuit cu orice putere a matricei B.

4. Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât A
2 +B2 = 2AB.

a) Să se arate că matricea AB −BA este singulară.
Olimpiada de matematică, faza nat,ională 2014.

b) (A−B)n = On.
Concursul Nat,ional Student,esc Traian Lalescu, 2019

Solut,ie. a). Metoda 1. Avem (A−B)2 = (A − B)(A − B) = A2 −
AB − BA + B2 = 2AB − AB − BA = AB − BA s, i rezultă (A − B)(AB −
BA) = (AB − BA)(A − B) = (A−B)3. Notăm C = A − B. Obt,inem
CB − BC = (A − B)B − B(A − B) = AB − B2 − BA + B2 = AB − BA
s,i C(CB − BC) = (BC − CB)C s, i aplicăm lema lui Jacobson; rezultă că
matricea CB−BC = AB −BA este nilpotentă, deci (AB −BA)n = On, de
unde det(AB −BA) = 0, adică matricea AB −BA este singulară.

Metoda 2. Există matricele X,Y ∈ Mn(C), cu A = X+Y , B = X−Y .

Avem (X + Y )2 + (X − Y )2 = 2(X + Y )(X − Y ), adică X2 +XY + Y X +
Y 2+X2−XY −Y X+Y 2 = 2X2−2XY +2Y X−2Y 2,−2Y 2 = XY −Y X =
[X,Y ], deci [X,Y ]Y = Y [X,Y ] = −2Y 3. Din [X,Y ]Y = Y [X,Y ] s,i lema lui
Jacobson reiese că matricea [X,Y ] este nilpotentă, adică det(XY −Y X) = 0.
Dar AB−BA = (X +Y )(X −Y )− (X −Y )(X +Y ) = −2(XY −Y X), deci
det(AB−BA) = (−2)n det(XY − Y X) = 0 s,i rezultă că matricea AB−BA
este singulară.

b) Folosim notat, iile de la a doua solut,ie de la a). Prin prisma noilor
notat, ii, trebuie să arătăm că Y n = On. Egalitatea din ipoteză implică

(X + Y )2 + (X − Y )2 = 2 (X + Y ) (X − Y ), de unde rezultă că X2 +XY +
Y X + Y 2 + X2 − XY − Y X + Y 2 = 2X2 − 2XY + 2Y X − 2Y 2, adică
2Y 2 = Y X − XY , ce conduce la 2Y 2 = [Y,X]. Rezultă că matricele Y s, i
[Y,X] comută, deci, conform Lemei lui Jacobson, putem afirma că matricea
[Y,X] = 2Y 2 este nilpotentă, deci s, i matricea Y este nilpotentă. Grat, ie celor
justificate ı̂n Comentariul 1, rezultă că Y n = On. �

5. Fie A,B ∈ Mn (C) astfel ı̂ncât
A = AB −BA+A2B − 2ABA+BA2 +A2BA−ABA2.

Să se arate că detA = 0.
SEEMOUS, 2023

Solut,ie. Egalitatea din ipoteză se poate rescrie, astfel

A = AB −BA+A2B −ABA−ABA+BA2 +A2BA−ABA2

= [A,B] + [A,AB]− [A,BA] + [A,ABA] ,
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Rezultă că A = [A,X], unde X = B + AB − BA + ABA. Având ı̂n vedere
Teorema 5, urmează că matricea A este nilpotentă. T, inând cont de cele
justificate ı̂n Comentariul 1, există k � n astfel ı̂ncât Ak = On, as,a că
detA = 0. �
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EXAMENE S, I CONCURSURI

A 40-A OLIMPIADĂ BALCANICĂ DE MATEMATICĂ
PENTRU SENIORI

prezentare de Cătălin Gherghe1) s,i Marius Perianu,2)

În perioada 8-13 mai 2023 s-a desfăs,urat ı̂n Antalya, Turcia, a 40-a
Olimpiadă Balcanică de Matematică pentru seniori. La această competit, ie
au participat echipe din Albania, Bosnia s, i Herzegovina, Bulgaria, Cipru,
Grecia, Macedonia de Nord, Muntenegru, Republica Moldova, România, Ser-
bia s, i Turcia (t, ări membre) precum s,i echipe din Algeria, Arabia Saudită,
Azerbaijan, Frant,a, Georgia, Italia, Kazakhstan, Kirgizstan, Turkmenistan,
Uzbekistan s, i Marea Britanie (t, ări invitate).

Rezultatele obt, inute de cei s,ase elevi din echipa noastră au fost foarte
bune:

1)Conf. univ. dr., Facultatea de Matematică s, i Informatică, Universitatea din Bucures,ti.
2)Profesor, Colegiul Nat, ional ,,Ion Minulescu”, Slatina.


