CINE COMUTA CU COMUTATORUL?Y: 2

RADU GOLOGAN®), ALEXANDRU NEGRESCU? si
GEORGE FLORIN SERBAN®)

Un rezultat celebru, demonstrat de Nathan Jacobson in contextul unei
algebre Lie peste un corp de caracteristica zero, afirma ca, daca comutatorul
a doua matrice comuta cu una dintre acestea, atunci comutatorul este o ma-
trice nilpotenta. Desi rezultatul provine dintr-o matematica neelementara,
vom oferi justificari ce folosesc notiuni de baza ale algebrei liniare (poli-
nom caracteristic, polinom minimal, valori proprii). Inainte de a ne indrepta
atentia spre cazul general, vom discuta situatia, mai simpld, in care comu-
tatorul coincide cu una dintre matrice. In incheiere vom prezenta rezolvarile
catorva probleme, aplicatii ale celor de mai devreme, propuse prin reviste sau
la felurite competitii de matematica.

Pentru inceput, sa ne familiarizam cu personajul principal al acestei
expuneri.

Definitia 1. Fie A,B € M, (C). Matricea [A,B] = AB — BA se
numeste comutatorul matricelor A si B.

Dupa cum se poate observa, comutatorul este un operator antisimetric,
deci este esentiala ordinea in care sunt mentionate matricele.

Folosind proprietatile operatiilor cu matrice, reiese imediat ca, daca
A,B,C,D € M,(C), atunci au loc identitatile:
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a) [A, A] =
) [A, B] = [BM

b
¢) [A+B,C| = [4,0] + [B.C].
d) Identitatea lui Jacobl,[ .[B,C + [B,[C, A]] + [C, [A, B]] = Oy,
e) [A,BC| = [A, B]C + B[A,C].
f) [AB,C] = A[B,C] +[A,C]B
g) [A,B+C] = [A Bl +[A,C].
h) [A+ B,C+ D] =[A,Cl+[A, D]+ [B,C] + [B, D].
Urmatoarea definitie introduce o notiune pe care o vom intalni adesea
in paginile urmatoare.

Definitia 2. Fie A € M,, (C). Spunem cd matricea A este nilpotenta
daca exista m € N* astfel incat A™ = O,,.

Comentariul 1. Cea mai mica astfel de valoare a lui m se numeste
indexul de nilpotenta al matricei A. Vom arata in urmatoarele randuri ca
indexul de nilpotenta al lui A este cel mult egal cu n. Intr-adevir, tinand
cont ca polinomul minimal al matricei A, pe care il notam cu m4, divide pe
2™ si gradmg < n, deducem ca ma = 2, cu k < n, deci A¥ = O,,, egalitate
ce implica A" = O,,.

Asa cum am mentionat mai devreme, ne vom ocupa, pentru inceput, de
situatia in care comutatorul a doud matrice coincide cu una dintre acestea.
Insd, inainte de a demonstra primul rezultat important al acestei lucrari, vom
justifica doua propozitii ce ne vor fi de folos in demersul nostru. Prima dintre
acestea evidentiaza faptul ca cele doua matrice satisfac o relatie similara celei
din ipoteza.

Propozitia 3. Fie A, B € M,, (C) astfel incdt [A, B] = A. Atunci are
loc egalitatea A¥B — BAF = kA*, pentru orice k € N*.

Demonstratie. Vom justifica egalitatea dorita prin metoda inductiei
matematice. In cazul k = 1 recunoastem egalitatea din ipoteza. Presupunem
acum ca egalitatea este adevarata pentru k € N* si o probam pentru k£ + 1.
Avem AMB — BAFL = A (A*B) — BAF! = A (kAF + BAF) — BAM =
kAR 4 ABAF — BAF! = pARL 4+ (AB — BA) AF = (k+1) A¥! si, cu
aceasta, demonstratia este incheiata. O

Urmatorul rezultat subliniaza un fapt usor de descris in cuvinte: daca
urmele primelor n puteri naturale nenule ale unei matrice n x n sunt nule,
atunci matricea este nilpotenta.

Teorema 4. Fie A € M, (C) astfel incat Tr (AF) = 0, pentru orice
kel,n. Atunci A" = O,,.

Demonstratie. Vom arata ca toate valorile proprii ale matricei A sunt
nule. Presupunem, prin absurd, ca matricea A are valori proprii nenule.
Fie A1, A2, ..., Ay, valorile proprii distincte si nenule ale matricei A, de mul-
tiplicitati algebrice mj,ma,...,m,, in aceasta ordine. Prin urmare, avem
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Tr (A%) = miA} + moAs 4+ ... + m,AF, pentru orice k € T,n. Obtinem
sistemul
miA + modo + ... +mpN\. =0

miAT +maA3 + ... +m A2 =0

MmN +maAS + ...+ mp A =0
din care extragem primele r ecuatii:

mMiA + Mmoo+ ... +mA. =0

mMAAF +maA3 + ... +mA2 =0

MmN} +maXy 4+ ... +m, AL =0
Avand in vedere ca

Mo oAy oA 1 1 - 1
AN N2 A1 Ag N
T = AAee A ] : . :
NN, X ){*1 )\72“*1 RPN Vot
= M- A [ =) #0

1<i<j<n

(ultimul fiind un determinant Vandermonde), rezulta ca m; = mg = ... =
m, = 0, contradictie. Prin urmare, matricea A are doar valori proprii nule,
ceea ce inseamna ca polinomul caracteristic al acesteia este x™ si concluzia
este imediata. O

Alta demonstratie. Fie Sp(A) = {\1, A2, A3, ..., A\, }. Atunci Tr(AF) =
M X+ N+ N = =0,VE € {1,2,3,...,n}.

Fie Q(z) = 2" +e12" 1 +eg2™ 2+ .. e,_17+e, polinomul caracteristic

k .
al matricei A. Aplicim formulele lui Newton: ke = > (=1)" tep_ip; = 0
i=1
si rezultd e = ey = ... = ¢, = 0. Asadar Q(z) = 2". Aplicam teorema lui
Cayley-Hamiton si obtinem ca A" = O,,. O

Primul rezultat important al acestui articol reprezinta o consecinta ime-
diata a ultimelor doua propozitii.

Corolarul 5. Fie A,B € M, (C) astfel incit [A,B] = A. Atunci
matricea A este nilpotentd.

Demonstratie. Conform Propozitiei 3, avem kA* = A B — BA* pentru
orice k € N*, de unde, prin trecere la urma, k£ Tr (Ak') =Tr (AkB — BA’“) =
Tr (A¥B) — Tr (BA*) i, tinand cont ca Tr (XY) = Tr(YX), pentru orice
X, Y € M, (C), deducem ca Tr (Ak) = 0, pentru orice k € N*. Rezulta,
gratie Propozitiei 4, ca matricea A este nilpotenta. O
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In cele ce urmeazi, ne vom indrepta atentia spre cazul mai general, in
care comutatorul a dou# matrice comutd cu una dintre acestea. Inainte de
a oferi demonstratia, pentru care este suficienta doar cunoasterea notiunii
de polinom caracteristic al unei matrice, vom prezenta cateva proprietati
ale comutatorului, care evidentiaza similaritatile dintre acesta din urma si
operatorul de derivare.

Propozitia 6. Fie M € M, (C). Pentru o matrice oarecare, X €
M., (C), notam X' = [X, M]. Atunci au loc urmatoarele:

i) (A+ B) = A’ + B, pentru orice A, B € M,, (C);

i) (aAd) = aA’, pentru orice A € M, (C) si a € C;

iii) (AB) = A'B + AB’, pentru orice A, B € M,, (C).

Demonstratie. Folosind definitia comutatorului, putem scrie:

i) (A+B) =[A+B,M]=(A+B)M — M (A+B) =AM + BM —
MA—MB =AM — MA+ BM — MB = [A,M] + [B,M] = A’ + B/;

i) (d) = [@A,M] = (@A) - M — M - (aA) = o(AM — MA) =
aA, M] = aA;

iii) (AB) = [AB,M] = ABM — MAB = (AM — MA)B + A(BM —
MB)=[A,M]|B+ A[B,M|=A'B+ AB'. O

Comentariul 4. Primele doua proprietati justificate in propozitia an-
terioara subliniaza faptul ca aplicatia f : M, (C) — M, (C), cu f(X) =
[X, M], pentru orice X € M,, (C), reprezinta un operator liniar (un endo-
morfism) pe spatiul vectorial complex M,, (C).

Propozitia 7. Fie A,B € M,, (C). Pentru o matrice X € M,, (C),
notam X' = [X, B]. Daca matricele A si A’ comuta, atunci (Ak), = kAFTA,
pentru orice k € N*,

Demonstratie. Vom rationa prin metoda inductiei matematice. Pentru
k = 1, relatia de demonstrat devine triviala. Presupunem ca aceasta este
adevarata pentru £ € N* si o probam pentru k£ 4+ 1. Conform ipotezei de
inductie si Propozitiei 6, putem scrie (AkJrl), =(4- Ak), = A AP+ A (Ak), =
A'AR + A (kAP AY) = (k+ 1) AP A’ si justificarea este incheiata. O

Comentariul 5. Drept consecinta a propozitiei anterioare, daca ma-
tricele A si A’ comut, atunci, pentru orice polinom g € C [z], avem (g (A)) =
g (A) A, unde ¢’ reprezintd derivata uzuala a functiei polinomiale g.

Urmatoarea teorema reprezinta al doilea rezultat important al acestui
articol.

Teorema 8. (Lema lui Jacobson) Fie A, B € M,, (C) astfel incdt
matricele A si [A, B] comuta. Atunci matricea [A, B] este nilpotentd.

Demonstratie. Pentru o matrice oarecare, X € M,, (C), notam X' =
[X,B], X" = (X")" si X®) = (... ((X"))"...), unde, in membrul drept, sunt
k — 1 perechi de paranteze rotunde, cu £ > 3. Din ipoteza, stim ca matricele
A si A’ comuta.
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Fie p € C|z], polinomul caracteristic al matricei A. Evident, p(A) =
O,,. Drept urmare, avem O,, = (p (A)) =p' (A) A'.

Apoi, gratie Propozitiei 6, putem scrie O,, = (p(A))” = (p' (A) A") =
(W (A)) A’ + p/ (4) A", deci

O,, = p// (A) (A/)2 +p/ (A) A”,
de unde, prin iInmultire la dreapta cu matricea A, rezulta ca
0, = p// (A) (A/)3 +p/ (A) A" A

Deoarece AA' = A'A, rezulti & (AA) = (A'A), deci (A)* + AA” =
A"A + (A)?, ceea ce inseamnd ci si matricele A si A” comutd, de unde
rezultd ca matricea A” comutd cu orice polinom in A; in particular, si cu
p' (A). Atunci p’ (A) A”A" = A"p' (A) A’ si, tinand cont ca p' (A) A" = O,,
rezultd ca p’ (A) A”A’ = O,,. Deci

' (A) (A)? = O,
Continuand in aceeasi maniera, se poate arata ca
p®) (4) (AN* 1 = 0,, pentru orice k € N*,
In particular, avem
P (A) (A1 = 0,

Deoarece p este polinomul caracteristic al matricei A, acesta este un
polinom monic de grad n, asa ¢ p™ (A) = nll,, de unde rezulti ci (A')*" 1 =
O, ceea ce Inseamna ca matricea A’ = [A, B| este nilpotenta. O

Alta demonstratie. Notam C' = AB — BA, deci AC = CA.

Demonstram prin inductie matematica propozitia P(k) : AC* = CF A.
P(1) este adevarata deoarece AC' = C'A. Presupunem ca P(k) este adevarata.
Inmultind la dreapta cu C' avem AC*! = CFAC = CFCA = CF1A si
rezulta ca P(k 4 1) : AC**! = C*+1 A  este adevirati.

Din C* = C¥~1C = C*Y(AB-BA) = C*1AB-C*'BA = AC*'B—
C*=1BA, reiese Tr(C*¥) = Tr(A- (C*1B)) — Tr((C*'B) - A) = 0 pentru
orice k > 1, deoarece Tr(XY) =Tr(YX),VX,Y € M,(C). Conform teore-
mei 4, reiese ca [A, B] este nilpotenta.

Comentariul 6. Pentru o demonstratie a rezultatului anterior, bazata
pe norme de matrice, vezi [5].

Comentariul 7. Observam ca, din punct de vedere ,aritmetic”, e-
sentiala a fost impartirea, de la final, prin n!. Drept urmare, putem inlocui
corpul numerelor complexe cu orice corp finit, K, pentru care char K = 0 sau
char K > n.

Un contraexemplu in M3 (Z3) este reprezentat de matricele
1 21 0 0O
A=10 1 2 si B=11 00
0 01 020

Desi matricele A si [A, B] comuta, matricea [A, B] nu este nilpotenta.
Corolarul 9. Daca A, B € M,,(C) si [A, B] = A*, atunci (A4*)? = O,,.
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Demonstratie. Avem AA* = A*A = det Al,,, deci A[A, B] = [A, B], A.
Conform lemei lui Jacobson, A* = [A, B] este nilpotenta. Deoarece A* are
rangul cel mult 1, reiese ca (A*)? = O,,. O

Pauza de fortificare intelectuala. Rezultatul anterior a fost demonstrat
de matematicianul american Nathan Jacobson (1910-1999) si publicat de acesta
in [3]. Dintre institutiile la care Jacobson a predat, amintim Universitatile Johns
Hopkins si Yale. In perioada 1971-1973 a indeplinit functia de presedinte al So-
cietatii Americane de Matematica, iar intre anii 1972 si 1974 a ocupat fotoliul de
vicepresedinte al Uniunii Matematice Internationale.

In cele ce urmeaza vom evidentia importanta teoremei precedente, pre-
zentand cateva aplicatii ale acesteia in rezolvarile unor probleme propuse in
reviste sau la diverse competitii de matematica.

1. Fie A,B € M3(C) cu proprietatea ci matricele A si (AB — BA)?
comuta. Demonstrati ca det(AB — BA) = 0.
Mihai Opincariu, Gazeta Matematicd nr 10/2022.
Solutie. Notam C' = AB — BA. Avem AC? = C?A, Tr(C) = Tr(AB) —
Tr(BA) = 0.
Aplicim teorema Cayley-Hamilton: C?% — (Tr(C))C? + (Tr(C*))C —
(det C)I3 = O3. Rezultd C3 + (Tr(C*))C — (det C)I3 = Os si, inmultind cu
C, C* + (Tr(C*))C? — (det C)C = Os. Inmultim intai la stanga cu A, apoi
inmultim la dreapta cu A si obtinem AC* + (Tr(C*))AC? — (det C)AC =
O3 si C*A + (Tr(C*))C?A — (det C)CA = Os. Din AC? = C?A obtinem
AC* = C?AC? = C*A. Scadem cele doui egalitati si obtinem AC det C =
CAdet C. Daca det C = 0, concluzia este adevarata. Dacd AC = C'A, adica
A(AB—BA) = (AB—BA)A, aplicam lema lui Jacobson si avem ca matricea
C' = AB — BA este nilpotenti: (AB — BA)® = Os, deci det (AB — BA)® =
det O3 = (det(AB — BA))* = 0, de unde det(AB — BA) = 0. O

2. Fie A, B € M,, (C) astfel incat A2B + BA? = 2ABA. Sa se arate ci
existii k € N* astfel incat (AB — BA)" = O,,.

IMC, 2009

Solutie. Egalitatea din ipoteza implica A2B — ABA = ABA — BA?%

adica A(AB — BA) = (AB — BA) A, deci matricele A si [A, B] comuta.

Rezulta, conform Lemei lui Jacobson, ca matricea AB — BA este nilpotenta

si concluzia este imediata. O

3. Fie A,B € M,, (C) astfel incat AB? — B?A = B. Si se arate ca
matricea B este nilpotenta.
Moshe Rosenfeld, American Mathematical Monthly
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Solutie. Egalitatea din enunt este echivalentd cu B?A — AB? = —B,

adica [BQ,A} = —B, asa ci matricele B? si [BQ,A} comuta. Rezulta, con-
form Lemei lui Jacobson, ca matricea [BZ, A] = —B este nilpotenta, deci si
matricea B este nilpotenta. O

Comentariul 9. Se observa ca membrul drept al egalitatii din ipoteza
poate fi inlocuit cu orice putere a matricei B.

4. Fie A, B € M,, (C) astfel incat A% + B? = 2AB.

a) Sa se arate ca matricea AB — BA este singulara.

Olimpiada de matematica, faza nationala 2014.

b) (A— B)" = O,,.

Concursul National Studentesc Traian Lalescu, 2019

Solutie. a). Metoda 1. Avem (A — B)? = (A — B)(A — B) = A% —
AB — BA+ B? =2AB — AB — BA = AB — BA si rezulta (A — B)(AB —
BA) = (AB — BA)(A — B) = (A— B)*. Notam C' = A — B. Obtinem
CB—-BC =(A-B)B—-B(A—-B)=AB - B> - BA+ B?> = AB — BA
si C(CB — BC) = (BC — CB)C si aplicam lema lui Jacobson; rezulta ca
matricea CB — BC = AB — BA este nilpotenta, deci (AB — BA)" = O, de
unde det(AB — BA) = 0, adica matricea AB — BA este singulara.

Metoda 2. Exista matricele X, Y € M, (C),cu A=X+Y,B=X-Y.
Avem (X +Y)? 4+ (X —Y)? =2(X + Y)(X — V), adicd X2+ XY + Y X +
Y24 X2 XY -YX+Y2=2X?-2XY+2YX -2Y? 2Y?’=XY -YX =
[X,Y], deci [X,Y]Y =Y[X,Y] = —2Y3. Din [X,Y]Y =Y[X,Y] si lema lui
Jacobson reiese ca matricea [X, Y] este nilpotenta, adica det(XY —Y X) = 0.
Dar AB—BA=(X+Y)(X-Y)-(X-Y)(X+Y)=-2(XY —-YX), deci
det(AB — BA) = (—2)" det(XY — Y X) = 0 si rezultd ca matricea AB — BA
este singulara.

b) Folosim notatiile de la a doua solutie de la a). Prin prisma noilor
notatii, trebuie sa aratam ca Y" = O,. Egalitatea din ipoteza implica
(X4+Y) 4+ (X -Y)?=2(X+Y) (X —Y), de unde rezulti ci X2 + XY +
YX4+Y24+ X2 - XY —-YX+Y?2 =2X?2-2XY +2YX — 2Y2, adica
2Y2 = YX — XY, ce conduce la 2Y? = [V, X]. Rezultd ca matricele Y si
[V, X] comuta, deci, conform Lemei lui Jacobson, putem afirma ca matricea
[Y, X] = 2Y? este nilpotenta, deci si matricea Y este nilpotenta. Gratie celor
justificate in Comentariul 1, rezulta ca Y" = O,,. O

5. Fie A, B € M,, (C) astfel incat
A=AB - BA+ A’B—2ABA+ BA? + A2BA — ABA%
Sa se arate ca det A = 0.
SEEMOUS, 2023
Solutie. Egalitatea din ipoteza se poate rescrie, astfel

A = AB - BA+ A’B— ABA — ABA + BA? + A2BA — ABA?
= [A,B]+[A,AB] — [A, BA| + [A,ABA],
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Rezulta ca A = [A, X], unde X = B+ AB — BA+ ABA. Avand in vedere
Teorema 5, urmeaza ca matricea A este nilpotenta. Tinand cont de cele

justificate in Comentariul 1, existi k& < n astfel incat A¥ = O, asa ca
det A = 0. O
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