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Prin urmare, f este o funct,ie constantă, deci rezultatul evident, iat de propo-
zit, ia de mai sus se ment,ine.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICAT, II ALE NUMERELOR ALGEBRICE ÎN
RAT, IONALIZAREA NUMITORILOR

Cristian - Mihai Ẑımbrea1)

În general, rat, ionalizarea numitorilor se realizează prin amplificarea
fract, iei printr-o conjugată a numitorului, sugerată de identităt, i convenabile.
Dar, ı̂n unele situat, ii, acest lucru este laborios.

În această lect, ie, vom prezenta două metode de rat,ionalizare a unor
numitori folosind proprietăt, i ale numerelor algebrice.

Fie α ∈ C un număr algebric peste Q (α este rădăcină a unui polinom
nenul din Q[X]). Acestuia ı̂i corespunde polinomul său minimal f ∈ Q[X]
(f este unicul polinom monic, ireductibil peste Q, cu f(α) = 0). Dacă
grad(f) = n, spunem că α este număr algebric de grad n peste Q (gradul
unui număr algebric este gradul polinomului său minimal).

Observat, ie. Mult, imea numerelor algebrice

Q̄ = {α ∈ C| α este algebric peste Q}
este subcorp al lui C. Deci, dacă α, β ∈ C sunt numere algebrice, atunci s, i
α± β, αβ, α

β (β �= 0) sunt numere algebrice.

Teorema 1. Dacă α ∈ C este un număr algebric de grad n peste Q,
atunci mult,imea

Q(α) = {g(α) | g ∈ Q[X]}
este corp comutativ, numit corpul obt,inut prin adjunct,ionarea lui α la Q.

Demonstrat,ie. Fie f ∈ Q[X] polinomul minimal al lui α, grad(f) = n.

Atunci Q(α) este un subinel unitar al lui C. Într-adevăr, dacă x, y ∈ Q(α),
există g1, g2 ∈ Q[X] astfel ı̂ncât x = g1(α), y = g2(α). Atunci x − y =
g1(α)− g2(α) = (g1 − g2)(α) ∈ Q(α) s, i xy = g1(α)g2(α) = (g1g2)(α) ∈ Q(α);
ı̂n plus 1 ∈ Q ⊆ Q(α).

Arătăm acum că orice element nenul din Q(α) este inversabil ı̂n Q(α).
Fie x ∈ Q(α), x �= 0. Avem x = g(α), g ∈ Q[X]. Aplicând teorema ı̂mpărt,irii
cu rest a lui g prin f, rezultă că există s, i sunt unice polinoamele q, r ∈

1)Profesor, Liceul Teoretic ,,Mihai Viteazul”, Caracal.



382 Pentru cercurile de elevi

Q[X] astfel ı̂ncât g = fq + r, cu grad(r) < grad(f) = n. Făcând X = α
obt, inem x = g(α) = f(α)q(α) + r(α) = r(α) (deoarece f(α) = 0). Cum
grad(r) < n s, i f este ireductibil, polinoamele f s, i r sunt prime ı̂ntre ele.
Deci există u, v ∈ Q[X], astfel ı̂ncât 1 = uf + vr. Pentru X = α obt,inem
1 = u(α)f(α) + v(α)r(α) = v(α)r(α) = v(α)x Astfel, deoarece v(α) ∈ Q(α),
rezultă că x este inversabil ı̂n Q(α), inversul său fiind v(α). �

Teorema 2. Dacă α ∈ C este un număr algebric de grad n peste Q,
atunci

Q(α) = {a0 + a1α+ . . .+ an−1α
n−1 | ai ∈ Q, i ∈ 0, n − 1}.

Demonstrat,ie. Fie E = {a0+a1α+. . .+an−1α
n−1 | ai ∈ Q, i ∈ 0, n − 1}.

Vom demonstra că Q(α) = E.
(⊆) Fie f ∈ Q[X] polinomul minimal al lui α, grad(f) = n s, i g ∈ Q[X]

arbitrar. Conform teoremei ı̂mpărt,irii cu rest, avem g = fq + r, cu q, r ∈
Q[X], grad(r) < grad(f) = n. Atunci grad(r) � n− 1, r = a0 + a1X + . . .+
an−1X

n−1, ai ∈ Q, i ∈ 0, n − 1. Avem g(α) = f(α)q(α) + r(α) = r(α) =
a0 + a1α+ . . .+ an−1α

n−1 ∈ E. Deci Q(α) ⊆ E.
(⊇) Fie x ∈ E arbitrar, x = a0 + a1α + . . . + an−1α

n−1, ai ∈ Q,
i ∈ 0, n− 1. Atunci x = h(α), unde h = a0 + a1X + . . .+ an−1X

n−1 ∈ Q[X].
Deci E ⊆ Q(α). �

Observat, ie. Corpul Q(α) este cel mai mic subcorp al lui Q care le
cont, ine pe Q s, i pe α.

Exemple. 1) α =
√
2 este număr algebric de grad 2 peste Q (cu

polinomul minimal f = X2 − 2 ∈ Q[X]) s,i Q(
√
2) = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}.

2) α = 3
√
2 este număr algebric de grad 3 peste Q (cu polinomul minimal

f = X3 − 2 ∈ Q[X]) s, i Q( 3
√
2) = {a+ b 3

√
2 + c 3

√
4 | a, b, c ∈ Q}.

3) În general, dacă p � 2 este număr prim s, i n ∈ N, n � 2, atunci
α = n

√
p este număr algebric de grad n peste Q (cu polinomul minimal f =

Xn − p ∈ Q[X]) s, i Q( n
√
p) = {a0 + a1 n

√
p + . . . + an−1( n

√
p)n−1 | ai ∈ Q, i ∈

0, n − 1}.
Teorema 3. Dacă α ∈ C este un număr algebric de grad n peste Q,

atunci orice element x ∈ Q(α) se poate reprezenta ı̂n mod unic sub forma
x = a0 + a1α+ . . . + an−1α

n−1, cu ai ∈ Q, i ∈ 0, n− 1.
Demonstrat,ie. Din Teorema 2 rezultă că orice element x ∈ Q(α) se

poate reprezenta sub forma (1). Demonstrăm acum unicitatea. Presupunem
că x = a0+ a1α+ . . .+ an−1α

n−1 = b0+ b1α+ . . .+ bn−1α
n−1, ai, bi ∈ Q, i ∈

0, n − 1. Atunci a0−b0+(a1−b1)α+ . . .+(an−1−bn−1)α
n−1 = 0, deci α este

rădăcină a polinomului h = a0− b0+(a1− b1)X + . . .+(an−1− bn−1)X
n−1 ∈

Q[X]. Deoarece h(α) = 0 s, i grad(h) < grad(f) = n (f fiind polinomul
minimal al lui α), rezultă că h = 0 s, i deci ai = bi, ∀i ∈ 0, n − 1, de unde
deducem unicitatea scrierii lui x. �
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Corolar 1. Dacă α ∈ C este un număr algebric de grad n peste Q,
atunci:

a) Q(α) este Q – spat,iu vectorial;
b) n−uplul (1, α, . . . , αn−1) este bază pentru Q(α).
Demonstrat,ie. a) Se verifică us,or axiomele spat,iului vectorial.
b) Rezultă din Teorema 3. Să notăm s,i că dimensiunea Q – spat,iului

vectorial Q(α) este n. �
Exemple. (1,

√
2), (1, 3

√
2, 3

√
4), respectiv (1, n

√
p, . . . , ( n

√
p)n−1) sunt

baze ale Q – spat,iilor vectoriale Q(
√
2), Q( 3

√
2), respectiv Q( n

√
p).

Observat, ie. Rezultatele prezentate mai sus rămân adevărate dacă
ı̂nlocuim pe Q cu un corp comutativ Ω s,i pe Q cu un subcorp K al lui Ω.

Fie α ∈ C un număr algebric de grad n peste Q. Pentru rat, ionalizarea
unui numitor de forma g(α), g ∈ Q[X], grad(g) � n−1, conform Teoremei 2),
se poate determina un polinom h ∈ Q[X], astfel ı̂ncât 1

g(α) = h(α). Pentru

aceasta, este suficient să determinăm inversul elementului g(α) ı̂n corpulQ(α)
s,i putem aplica una dintre următoarele două metode.

Metoda I. Fie g(α) = a0 + a1α + . . . + an−1α
n−1 ∈ Q(α)∗, g ∈ Q[X],

grad(g) � n − 1. Din g(α) ∈ Q(α)∗ rezultă că g(α) este inversabil ı̂n Q(α)
(Q(α) este corp), deci există h(α) = b0 + b1α + . . . + bn−1α

n−1 ∈ Q(α), h ∈
Q[X], grad(h) � n− 1, astfel ı̂ncât (g(α))−1 = 1

g(α) = h(α). Deci g(α)h(α) =

1. Efectuând produsul din stânga s, i t,inând cont de unicitatea reprezentării
elementelor din Q(α) (Teorema 3), prin identificarea coeficient, ilor puterilor
lui α, ı̂n egalitatea anterioară, rezultă un sistem liniar de n ecuat, ii cu n
necunoscute, din care obt,inem pe b0, b1, . . . , bn−1, deci pe h(α) = 1

g(α) .

Să observăm s, i că, dacă ı̂n calcule apar puteri ale lui α cu exponent
� n, folosim faptul că α este rădăcină a polinomului său minimal f , de unde
ı̂l scoatem pe αn ı̂n funct,ie de 1, α, . . . , αn−1 s, i apoi calculăm succesiv s, i
celelalte puteri ale lui α cu exponent > n: αn+1 = αnα, etc. s, i astfel toate
puterile lui α cu exponent � n, se exprimă ı̂n funct,ie de puterile lui α cu
exponent < n.

Metoda II. Fie f ∈ Q[X], grad(f) = n, polinomul minimal al lui
α. Polinomul f , fiind ireductibil, este relativ prim cu polinomul g ∈ Q[X],
grad(g) � n − 1, ceea ce implică existent,a a două polinoame u, v ∈ Q[X],
astfel ı̂ncât uf + vg = 1. Făcând X = α ı̂n această egalitate s, i t, inând cont

că f(α) = 0, obt, inem v(α)g(α) = 1, de unde avem (g(α))−1 = v(α), unde
v(α) ∈ Q(α). Polinoamele u s, i v se determină cu algoritmul lui Euclid.

Aplicat, ia 1. Să arătăm că numerele u = 2 +
√
5, v = 3

√
2 + 3

√
4,

w =
√
3+ 4

√
3, z =

3
√

2 +
√
3+

3
√

2−√
3 sunt algebrice s, i să găsim polinoamele

lor minimale.
Solut,ie. Avem u = 2 +

√
5, deci (u − 2)2 = 5, sau u2 − 4u − 1 = 0.

Polinomul f = X2 − 4X − 1 ∈ Q[X] este ireductibil peste Q, (grad(f) = 2
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s,i f nu are rădăcini ı̂n Q) s, i f(u) = 0, deci u este număr algebric de grad 2,
având polinomul minimal f .

Apoi v = 3
√
2 + 3

√
4 = 3

√
2(1 + 3

√
2), v3 = 2(1 + 2 + 3 3

√
2(1 + 3

√
2)) =

2(3 + 3v), deci v3 − 6v − 6 = 0. Polinomul g = X3 − 6X − 6 ∈ Q[X]
este ireductibil peste Q (criteriul lui Eisenstein pentru p = 2 sau p = 3) s, i
g(v) = 0, deci v este număr algebric de grad 3, având polinomul minimal g.

Din w =
√
3+ 4

√
3 reiese (w −√

3)
2
=

√
3, w2−2w

√
3+3 =

√
3, w2+3 =

(2w+1)
√
3, w4−6w2−12w+6 = 0. Polinomul h = X4−6X2−12X+6 ∈ Q[X]

este ireductibil peste Q (criteriul lui Eisenstein pentru p = 2 sau p = 3) s, i
h(w) = 0, deci w este număr algebric de grad 4, având polinomul minimal h.

În sfârs, it z =
3
√

2 +
√
3 +

3
√

2−√
3, z3 = 2 +

√
3 + 2 − √

3 + 3z,
z3 − 3z − 4 = 0. Polinomul j = X3 − 3X − 4 ∈ Q[X] este ireductibil peste Q
(grad(j) = 3 s, i j nu are rădăcini ı̂n Q) s, i j(z) = 0, deci z este număr algebric
de grad 3, având polinomul minimal j.

Observat, ii. 1. Numerele date ı̂n Aplicat, ia 1 sunt algebrice s,i datorită
faptului că sunt sume de numere algebrice (mult, imea numerelor algebrice
este subcorp al lui Q).

2. Polinomul minimal al unei sume de numere algebrice se poate deter-
mina s, i utilizând rezultantul a două polinoame, conform articolului [6].

Aplicat, ia 2. Să rat,ionalizăm numitorul fract, iei
1

2 3
√
49− 3 3

√
7 + 5

.

Solut,ie. Aplicăm metoda I. Numărul α = 3
√
7 este algebric de grad 3

peste Q, având polinomul minimal f = X3 − 7 ∈ Q[X] (f este ireductibil

conform criteriului lui Eisenstein pentru p = 7 s, i f(
3
√
7) = 0), deci Q( 3

√
7) =

{a + b 3
√
7 + c 3

√
49 | a, b, c ∈ Q}. Numitorul fract,iei date este g( 3

√
7), unde

g = 2X2 − 3X + 5 ∈ Q[X]. Avem g( 3
√
7) �= 0, deci g( 3

√
7) este inversabil

ı̂n Q( 3
√
7) s, i fie inversul său h( 3

√
7) ∈ Q( 3

√
7), h( 3

√
7) = A + B 3

√
7 + C 3

√
49,

A,B,C ∈ Q. Avem 1
g( 3√7)

= h( 3
√
7), adică 1

2 3√49−3 3√7+5
= A+B 3

√
7 +C 3

√
49,

sau (2 3
√
49 − 3 3

√
7 + 5)(A + B 3

√
7 + C 3

√
49) = 1, sau (2A − 3B + 5C) 3

√
49 +

(−3A + 5B + 14C) 3
√
7 + 5A + 14B − 21C = 1, (2). Conform Teoremei 3,

identificăm coeficient, ii puterilor lui α = 3
√
7 ı̂n (2) s, i obt,inem sistemul⎧⎪⎨

⎪⎩
2A− 3B + 5C = 0

−3A+ 5B + 14C = 0

5A+ 14B − 21C = 1

.

Obt,inem A = 67
958 , B = 43

958 , C = − 1
958 , deci

1

2 3
√
49− 3 3

√
7 + 5

=
67

958
+

43

958
3
√
7− 1

958
3
√
49 =

67 + 43 3
√
7− 3

√
49

958
.

Aplicat, ia 3. Să rat,ionalizăm numitorul fract, iei
1

5
√
8− 5

√
4− 5

√
2 + 3

.
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Solut,ie. Fie α = 5
√
2. Numitorul fract, iei date devine α3 − α2 − α+ 3 =

g(α), unde g = X3 − X2 − X + 3 ∈ Q[X]. Avem α5 − 2 = 0 s, i f =
X5−2 ∈ Q[X] este ireductibil peste Q (criteriul lui Eisenstein pentru p = 2),
deci α este număr algebric de grad 5, având polinomul minimal f . Aplicăm
metoda a II-a. Deoarece f este ireductibil peste Q, el este relativ prim cu g
(grad(g) < grad(f)), ceea ce implică existent,a a două polinoame u, v ∈ Q[X],
astfel ı̂ncât uf +vg = 1. Făcând X = α ı̂n această egalitate s, i t, inând cont că

f(α) = 0, obt,inem v(α)g(α) = 1, de unde avem (g(α))−1 = v(α), cu v(α) ∈
Q(α).

Polinoamele u s, i v se determină cu algoritmul lui Euclid: f = (X2 +
X + 2)g − X − 8, g = (−X − 8)(−X2 + 9X − 71) − 565, de unde avem:
−X − 8 = f − (X2 + X + 2)g s, i 565 = (−X − 8)(−X2 + 9X − 71) − g =
[f − (X2 +X + 2)g](−X2 + 9X − 71) − g = (−X2 + 9X − 71)f + [−(X2 +
X + 2)(−X2 + 9X − 71)− 1]g, deci

565 = (−X2 + 9X − 71)f + (X4 − 8X3 + 64X2 + 53X + 141)g.

ÎnlocuindX = α, f(α) = 0 s, i rezultă 565 = (α4−8α3+64α2+53α+141)(α3−
α2 − α + 3), deci avem 1

α3−α2−α+3
= α4−8α3+64α2+53α+141

565 s, i, revenind la

notat, ia α = 5
√
2, avem

1
5
√
8− 5

√
4− 5

√
2 + 3

=
5
√
16− 8 5

√
8 + 64 5

√
4 + 53 5

√
2 + 141

565
.

Aplicat, ia 4. Să rat,ionalizăm numitorul fract, iei

1

( 3
√
2 + 3

√
4)

2
+ 3

√
2 + 3

√
4 + 3

.

Solut,ie. Aplicăm metoda I. Conform Aplicat, iei 1, v = 3
√
2 + 3

√
4 este

număr algebric peste Q, având polinomul minimal f = X3 − 6X − 6 ∈ Q[X]
s,i Q(v) = {a + bv + cv2 | a, b, c ∈ Q}. Numitorul fract,iei date este g(v),
unde g = X2 +X + 3 ∈ Q[X]. Deoarece g(v) ∈ Q(v)∗, g(v) este inversabil

ı̂n Q(v) s, i (g(v))
−1 = h(v), cu h(v) ∈ Q(v), deci h(v) = m + nv + pv2,

m,n, p ∈ Q (avem h ∈ Q[X], grad(h) � 2, h = m + nX + pX2). Rezultă
g(v)h(v) = 1 ⇐⇒ (v2 + v + 3)(m+ nv + pv2) = 1 ⇐⇒

mv2 + nv3 + pv4 +mv + nv2 + pv3 + 3m+ 3nv + 3pv2 = 1. (3)

Dar v3 = 6v+6 (deoarece f(v) = 0) s, i v4 = (6v+6)v = 6v2+6v. Înlocuind ı̂n
(3) obt,inem (m+n+9p)v2+(m+9n+12p)v+3m+6n+6p = 1. Identificând
coeficient, ii puterilor lui v, obt,inem sistemul⎧⎪⎨

⎪⎩
m+ n+ 9p = 0

m+ 9n+ 12p = 0

3m+ 6n+ 6p = 1

.
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Rezultă m = 23
59 , n = 1

59 , p = − 8
177 s, i

1
v2+v+3

= 23
59 +

1
59v− 8

177v
2 = 69+3v−8v2

177 .

Revenind la notat, ia v = 3
√
2 + 3

√
4, avem

1

( 3
√
2 + 3

√
4)

2
+ 3

√
2 + 3

√
4 + 3

=
69 + 3( 3

√
2 + 3

√
4)− 8( 3

√
2 + 3

√
4)

2

177
.
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EXAMENE S, I CONCURSURI

OLIMPIADA NAT, IONALĂ DE MATEMATICĂ 2023,
Etapa judet,eană s, i a Municipiului Bucures,ti,

11 martie 2023

prezentare de Mihail Bălună,1) s,i Marius Perianu,2)

Clasa a V-a

1. Aflat, i toate numerele naturale de forma abcd, s,tiind că numerele ab,

cb s, i d sunt prime, iar ab
2
+ cb

2
+ d2 = 2022.

George Florin S, erban, Brăila

Solut,ie. Fiind prime, numerele ab s, i cb sunt impare. Ca urmare, ab
2
+cb

2

este număr par s, i, cum 2022 este par, rezultă că d este par. Dar d este număr
prim, deci d = 2.

Relat, ia din enunt, devine ab
2
+cb

2
= 2018. Deoarece 472 = 2209 > 2018,

deducem că numerele ab s,i cb pot fi cel mult egale cu 43.

Cei doi termeni din suma ab
2
+ cb

2
au aceeas, i ultimă cifră, aceasta fiind

impară, iar ultima cifră a sumei este 8. Obt,inem că b poate fi 3 sau 7.

1) Profesor, Bucures,ti.
2) Profesor, Slatina.


