APLICATII ALE NUMERELOR ALGEBRICE IN
RATIONALIZAREA NUMITORILOR

CRISTIAN - MIHAT ZiMBREAD

In general, rationalizarea numitorilor se realizeaza prin amplificarea
fractiei printr-o conjugata a numitorului, sugerata de identitati convenabile.
Dar, in unele situatii, acest lucru este laborios.

In aceastd lectie, vom prezenta doua metode de rationalizare a unor
numitori folosind proprietati ale numerelor algebrice.

Fie a € C un numar algebric peste Q (« este radacina a unui polinom
nenul din Q[X]). Acestuia 1i corespunde polinomul sdu minimal f € Q[X]
(f este unicul polinom monic, ireductibil peste Q, cu f(«a) = 0). Daca
grad(f) = n, spunem ca « este numar algebric de grad n peste Q (gradul
unui numar algebric este gradul polinomului sdu minimal).

Observatie. Multimea numerelor algebrice

Q = {a € C| « este algebric peste Q}

este subcorp al lui C. Deci, daca o, € C sunt numere algebrice, atunci si
ax 8, af, %(ﬁ # 0) sunt numere algebrice.

Teorema 1. Daca a € C este un numar algebric de grad n peste Q,

atunci multimea
Q(e) = {g(e) | g € QIXT}

este corp comutativ, numit corpul obtinut prin adjunctionarea lui o la Q.

Demonstratie. Fie f € Q[X] polinomul minimal al lui o, grad(f) = n.
Atunci Q(«) este un subinel unitar al lui C. Intr-adevir, dac z,y € Q(w),
exista g1,g2 € Q[X] astfel incat = = gi(a), y = ga(a). Atunci z —y =
g1(@) = g2(@) = (91 — 92)(a) € Q(v) i zy = g1 (a)g2(a) = (9192) () € Q(a);
in plus 1 € Q C Q(«).

Aratam acum ca orice element nenul din Q(«a) este inversabil in Q(«).
Fie z € Q(a), x # 0. Avem = = g(a), g € Q[X]. Aplicand teorema Impartirii
cu rest a lui g prin f, rezulta ca exista si sunt unice polinoamele ¢,r €
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Q[X] astfel incat g = fq+ r, cu grad(r) < grad(f) = n. Facand X = «
obtinem = = g(a) = f(a)g(a) + r(a) = r(a) (deoarece f(a) = 0). Cum
grad(r) < n si f este ireductibil, polinoamele f si r sunt prime intre ele.
Deci exista u,v € Q[X], astfel incat 1 = uf + vr. Pentru X = o obtinem
1 =u(a)f(a) +v(a)r(a) = v(a)r(a) = v(a)z Astfel, deoarece v(a) € Q(«),
rezultd ca z este inversabil in Q(«), inversul sau fiind v(«). O

Teorema 2. Daca a € C este un numar algebric de grad n peste Q,
atunci

Qa) ={ap +ara+... +ap 10" ' a; €Q, i €0,n — 1}.

Demonstratie. Fie E = {ap+aja+...+a,—10" ! | a; € Q,i € 0,n — 1}.
Vom demonstra ca Q(a) = E.

(Q) Fie f € Q[X] polinomul minimal al lui «, grad(f) =n si g € Q[X]
arbitrar. Conform teoremei impartirii cu rest, avem g = fq + r, cu ¢,r €
Q[X], grad(r) < grad(f) =n. Atunci grad(r) <n—1,r=a+a; X +...+
an1X"1 a; € Q, i € 0,n—1. Avem g(a) = f(a)g(a) + r(a) = r(a) =
ag +ara+ ... +a,_10" ! € E. Deci Q(a) C E.

(D) Fie € E arbitrar, * = ag + ey + ... + a,_1a" 1, a; € Q,
i €0,n— 1. Atunci x = h(a), unde h = ag+ a1 X +... +a, 1 X" ! € Q[X].
Deci E C Q(«). O

Observatie. Corpul Q(«) este cel mai mic subcorp al lui Q care le
contine pe Q si pe a.

Exemple. 1) a = /2 este numar algebric de grad 2 peste Q (cu
polinomul minimal f = X2 — 2 € Q[X]) si Q(v2) = {a +bv/2 | a,b € Q}.

2) o = {/2 este numar algebric de grad 3 peste Q (cu polinomul minimal
f=X3-2cQ[X]) si QV2) ={a+bV2+cV4]|a,b,ccQ}

3) In general, daca p > 2 este numar prim si n € N, n > 2, atunci
a = {/p este numar algebric de grad n peste Q (cu polinomul minimal f =
X"—peQX]))siQ(¢p) ={ao+ar P+ ... +an1(¢P)" ' a; €Q, i€
0,n—1}.

Teorema 3. Daca o € C este un numar algebric de grad n peste Q,
atunci orice element x € Q(«) se poate reprezenta in mod unic sub forma
r=ag+aia+...+apn 10" " cua; €Q,ic0,n—1.

Demonstratie. Din Teorema 2 rezultd ca orice element x € Q(«) se
poate reprezenta sub forma (1). Demonstram acum unicitatea. Presupunem
cir=ay+aia+...+ap_ 10" P =bg+bia+...+b,_10"t a;,b; €Q, i€
0,n — 1. Atunci ag—bo+ (a1 —b1)a+...+ (an_1—by_1)a™ 1 =0, deci « este
radicing a polinomului b = ag —bg + (a1 —b1) X + ...+ (a1 —b,_1) X" ! €
Q[X]. Deoarece h(a) = 0 si grad(h) < grad(f) = n (f fiind polinomul
minimal al lui «), rezulta ca h = 0 si deci a; = b;, Vi € 0,n — 1, de unde
deducem unicitatea scrierii lui x. O
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Corolar 1. Daca a € C este un numar algebric de grad n peste Q,
atuncu:

a) Q(a) este Q — spatiu vectorial;

b) n—uplul (1,c,..., o™ 1) este bazd pentru Q(«).

Demonstratie. a) Se verifica usor axiomele spatiului vectorial.

b) Rezulta din Teorema 3. Sa notam si ca dimensiunea Q — spatiului
vectorial Q(a) este n. O

Exemple. (1,v/2), (1,V?2,V4), respectiv (1, ¢/p,...,({/p)""") sunt
baze ale Q — spatiilor vectoriale Q(v/2), Q(V/2), respectiv Q( ¢/p).

Observatie. Rezultatele prezentate mai sus raman adevarate daca
inlocuim pe Q cu un corp comutativ €2 si pe Q cu un subcorp K al lui §2.

Fie v € C un numar algebric de grad n peste Q. Pentru rationalizarea
unui numitor de forma g(«), g € Q[X], grad(g) < n—1, conform Teoremei 2),
se poate determina un polinom h € Q[X], astfel incat Wla) = h(a). Pentru
aceasta, este suficient sa determinam inversul elementului g(«) in corpul Q(«)
si putem aplica una dintre urmatoarele doua metode.

Metoda I. Fie g(a) = ag + a1 + ... + a1 ! € Q(a)*, g € Q[X],
grad(g) < n— 1. Din g(a) € Q(a)" rezultd cd g(a) este inversabil in Q(«)
(Q(c) este corp), deci existd h(a) = by + bia + ...+ b,—10" 1 € Q(a), h €
Q[X], grad(h) < n—1, astfel incat (g(a)) ™ = ﬁ = h(«). Deci g(a)h(a) =
1. Efectuand produsul din stanga si tinand cont de unicitatea reprezentarii
elementelor din Q(«) (Teorema 3), prin identificarea coeficientilor puterilor
lui «, In egalitatea anterioara, rezulta un sistem liniar de n ecuatii cu n
necunoscute, din care obtinem pe by, b1, ...,b,_1, deci pe h(a) = Tla)'

Sa observam si ca, daca in calcule apar puteri ale lui o cu exponent
> n, folosim faptul ca « este radacina a polinomului sdu minimal f, de unde
il scoatem pe " in functie de 1, ... ,a" ! si apoi calculim succesiv si
celelalte puteri ale lui o cu exponent > n: a"t! = a"a, etc. si astfel toate
puterile lui @ cu exponent > n, se exprima in functie de puterile lui o cu
exponent < n.

Metoda II. Fie f € Q[X], grad(f) = n, polinomul minimal al lui
a. Polinomul f, fiind ireductibil, este relativ prim cu polinomul g € Q[X],
grad(g) < m — 1, ceea ce implica existenta a doua polinoame u,v € Q[X],
astfel incat uf 4+ vg = 1. Facand X = « in aceasta egalitate si tinand cont
& f(a) = 0, obtinem v(a)g(a) = 1, de unde avem (g(@))™' = v(a), unde
v(a) € Q(a). Polinoamele u si v se determina cu algoritmul lui Euclid.

Aplicatia 1. Sa aratam ca numerele v = 2 + \/5, v = V24 \3/1,
w=+3+V3,z= {3/ 2 ++/3+ {’/ 2 — /3 sunt algebrice si sa gasim polinoamele

lor minimale.
Solutie. Avem u = 2+ /5, deci (u —2)? = 5, sau u? — 4u — 1 = 0.
Polinomul f = X? —4X — 1 € Q[X] este ireductibil peste Q, (grad(f) = 2
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si f nu are radacini in Q) si f(u) = 0, deci u este numar algebric de grad 2,
avand polinomul minimal f.

Apoi v = V2 + V4 = V201 + V2), v = 21 + 2 + 392(1 + V2)) =
2(3 + 3v), deci v* — 6v — 6 = 0. Polinomul ¢ = X3 — 6X — 6 € Q[X]
este ireductibil peste Q (criteriul lui Eisenstein pentru p = 2 sau p = 3) si
g(v) =0, deci v este numar algebric de grad 3, avand polinomul minimal g.

Din w = v/3+ v/3 reiese (w— \/3)2 = V3, w2 —2wV3+3 =3, w?+3 =
(2w+1)v/3, w*—6w?—12w+6 = 0. Polinomul h = X*—-6X2-12X+6 € Q[X]
este ireductibil peste Q (criteriul lui Eisenstein pentru p = 2 sau p = 3) si
h(w) = 0, deci w este numar algebric de grad 4, avand polinomul minimal h.

In sfarsit z = {’/2+\/§+ {’/2—\/3, 22 =243 +2 -3+ 3z,
23— 32 —4 = 0. Polinomul j = X3 —3X —4 € Q[X] este ireductibil peste Q
(grad(j) = 3 si j nu are radacini in Q) si j(z) = 0, deci z este numar algebric
de grad 3, avand polinomul minimal j.

Observatii. 1. Numerele date in Aplicatia 1 sunt algebrice si datorita
faptului ca sunt sume de numere algebrice (multimea numerelor algebrice
este subcorp al lui Q).

2. Polinomul minimal al unei sume de numere algebrice se poate deter-
mina si utilizand rezultantul a doua polinoame, conform articolului [6].

1

2749 - 3V7+5

Solutie. Aplicam metoda I. Numarul o = /7 este algebric de grad 3
peste Q, avand polinomul minimal f = X3 —7 € Q[X] (f este ireductibil
conform criteriului lui Eisenstein pentru p = 7 si f(¥/7) = 0), deci Q(+/7) =
{a + b7+ cV/49 | a,b,c € Q}. Numitorul fractiei date este g(+/7), unde
g =2X?-3X +5 € Q[X]. Avem g(¥/7) # 0, deci g(v/7) este inversabil
in Q(v/7) si fie inversul sau h(v/7) € Q(V/7), h(V/T7) = A+ BT+ Cv/49,
A, B,C € Q. Avem ﬁ = h(3/7), adica WM) = A+ BY7+CV/49,
sau (2v/49 — 37+ 5)(A + BY/7+ CvV/49) = 1, sau (2A — 3B + 5C)v/49 +
(—3A + 5B + 14C)¥/7 + 5A + 14B — 21C = 1, (2). Conform Teoremei 3,
identificim coeficientii puterilor lui a = v/7 in (2) si obtinem sistemul

Aplicatia 2. Sa rationalizam numitorul fractiei

2A-3B+5C =0
—3A4+5B+14C =0
bA+14B —-21C =1

Obtinem A = 3% B=2 = -5k deci

9587 9587 958
1 67 43 1 67 + 437 — /49
=+ — V71— —J49 = +43V7 .
249 —3Y7+5 958 958 058 958

1
V8- VA-V2+3

Aplicatia 3. Sa rationalizam numitorul fractiei
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Solutie. Fie ov = /2. Numitorul fractiei date devine a® —a? —a +3 =
gla), unde g = X? — X2 - X +3 € Q[X]. Avem o® -2 =03si f =
X5 —2 € Q[X] este ireductibil peste Q (criteriul lui Eisenstein pentru p = 2),
deci « este numar algebric de grad 5, avand polinomul minimal f. Aplicam
metoda a II-a. Deoarece f este ireductibil peste Q, el este relativ prim cu g
(grad(g) < grad(f)), ceea ce implica existenta a doua polinoame u,v € Q[X],
astfel incat uf +vg = 1. Facand X = « In aceasta egalitate si tinand cont ca
f(a) = 0, obtinem v(a)g(a) = 1, de unde avem (g()) ™"
Qo).

Polinoamele u si v se determind cu algoritmul lui Euclid: f = (X? +
X +2g—X—-89g=(—X—8)(—X?+9X — 71) — 565, de unde avem:

=v(a), cuv(a) €

[f— (X2 + X +2)g](-X%2+9X —T1) —g=(—X2+9X - TI)f + [-(X? +
X +2)(—X%+9X —71) — 1]g, deci

565 = (— X2 +9X — 7T1)f 4+ (X* — 8X3 + 64X? + 53X + 141)g.

Inlocuind X = a, f(a) = 0 si rezulti 565 = (! —8a°+64a%+53a+141)(a® —

4_g 3 2 . .
_ a"—8a +6451815+53a+141 si, revenind la,

o — a + 3), deci avem Y ——

. 5
notatia o = \/§, avem

1 V16 —8v/8+64V/4 + 53V2 4 141

VB—Vi-V2+3 565
Aplicatia 4. Sa rationalizam numitorul fractiei
1

(V2+ VA + 92+ Yi+3

Solutie. Aplicim metoda I. Conform Aplicatiei 1, v = /2 + V/4 este
numir algebric peste Q, avand polinomul minimal f = X3 — 6X — 6 € Q[X]
si Q(v) = {a +bv+ ? | a,b,c € Q}. Numitorul fractiei date este g(v),
unde g = X2 + X + 3 € Q[X]. Deoarece g(v) € Q(v)*, g(v) este inversabil
in Q(v) si (g(v))™' = h(v), cu h(v) € Qv), deci h(v) = m + nv + pv?,
m,n,p € Q (avem h € Q[X], grad(h) < 2, h = m + nX + pX?). Rezulta

g)h(v) =1 &= (VP +v+3)(m+nv+p?) =1 <
mv? 4+ nv® + pv* + mo + nv? + pv® 4+ 3m + 3nv + 3pv? = 1. (3)

Dar v = 6v+6 (deoarece f(v) = 0) si v* = (6v+6)v = 602 +6v. Inlocuind in
(3) obtinem (m+n+9p)v? + (m+9n+12p)v+3m+6n+6p = 1. Identificand
coeficientii puterilor lui v, obtinem sistemul

m+n+9p =0
m+9In+12p =0
3m+6n+6p=1
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y _ 23 1 8 1 23 1. 8 .92 _ 694+3v—8u>
Rezultam = &5, n =55, p = = 8l prom = S5 oV — 150 = 77

Revenind la notatia v = V2 + \3/1, avem

1 69 +3(V2+ V1) - 8(Y2+ V4)°
(V2+ 98"+ 92+ VI+3 177 '
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