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1. Introducere

Unul dintre cele mai importante rezultate din analiza matematica este
teorema de medie a lui Lagrange, care spune ca, pentru orice functie deriva-
bila f: I — R si orice a,b € I,a < b, exista ¢ € (a,b) astfel incat

f (b) B f (a) !

e ACH 1)
unde I C R este un interval oarecare. Rezultatul, cunoscut si sub numele de
teorema cresterilor finite, are foarte multe consecinte, motiv pentru care a
fost analizat din mai multe perspective, cum ar fi gasirea altor demonstratii,
sau constructia unor reciproce, extinderi sau generalizari ale relatiei (1). O
contributie notabild pe aceasta tema a avut Karamata [2] care a demonstrat
urmatoarea teorema:

Teorema 1.1. Fie I C R un interval deschis si f : I — R o functie
continua si care admite derivate laterale finite in orice punct din I. Atunci,
pentru orice a,b € I, a < b, exista un punct ¢ € (a,b) si un numar t € [0,1]
astfel incat

W_tfjr(c)-k(l—t)f'(c), (2)

1)Profesor, Hunedoara.
2)Profesor, Colegiul Nattional ,Decebal, Deva.



282 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

unde f' (c) si f’ (c) reprezinta derivatele laterale la dreapta, respectiv la
stanga, ale functier f in punctul c.

In cele ce urmeazd dorim si analizim o categorie importantd de functii
care corespund ipotezelor Teoremei 1.1, respectiv clasa functiilor convexe.
Paragrafele urmatoare vor contine o serie de rezultate cunoscute sau mai
putin cunoscute legate de acest subiect. Vom adapta Teorema 1.1 pentru
functii convexe, vom prezenta rezultate reciproce, precum si unele aplicatii
in calculul integral.

2. O teorema de medie si reciproca sa

Pe parcursul acestui articol vom nota cu I un interval nevid si deschis
din R.

Teorema 2.1. Fie f: 1 — R o functie convera. Atunci, pentru orice
a,b € I, a <b, exista un punct ¢ € (a,b) si un numar t € [0,1] astfel incat
are loc (2) .

Demonstratie. Functia f, fiilnd convexa, este si continua pe I (vezi
Teorema A, pag. 4 din [4]) si admite derivate laterale finite in orice punct
din I (vezi Teorema B, pag. 5 din [4]). Atunci f satisface ipotezele Teoremei
1.1 si concluzia se impune apoi.

Teorema urmaéatoare poate fi considerata o reciproca a rezultatului an-
terior.

Teorema 2.2. Fie f: 1 — R o functie strict convexa. Atunci, pentru
orice ¢ € I si orice numar t € [0,1], exista a,b € I, astfel incat a < c <b si
are loc (2) .

Demonstratie. Deoarece I este interval deschis, exista u,v € I astfel
incat u < ¢ < wsi[u,v] C I. Notam M = tf! (¢)+(1 —t) f_ (c) si consideram
functia continua

g:[u,v] =R, g(x)=f(z)— Mx.

Daca g (u) = g (v) obtinem f(u) — Mu = f(v) — Mv, ceea ce este
echivalent cu concluzia.

In continuare presupunem f (u) < f(v), cazul celalalt fiind analog.

Vom demonstra ca aceasta functie este strict descrescatoare pe [u, ¢] si
strict crescatoare pe [c,v]. Fie a, f € [u,c] cu o < B. Atunci

9(B)—g(e)=(f(B) = f(a)) =M (B—-a). 3)
Din Teorema 2.1 exista d € («,3) si s € [0,1] astfel incat f (5) — f(a) =
(sfi(d)+ (1 —=s) f.(d)) (B —a). Folosind (3) si monotonia derivatelor la-
terale ale unei functii convexe (vezi Teorema B, pag. 5 din [4]) obtinem
9(B8) —gla) = (B—a) (sff(d)+ (1 —s)f(d)—tf} () = (1—1) f (c))
S (B—a) (sfi(d)+ 1 =s)fi (d) —tf (c) = (L= 1) f~ (c))
= (B—a) (fi(d)— f.(c)) <0,

deci g este strict descrescatoare pe [u, ¢] . Analog studiem monotonia pe [c, v] .
Deducem ca f (¢) < f(u) si f (¢) < f(v). Atunci exista w € (¢, v) astfel incat
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g(u) =g (w), adica f (u) — Mu = f (w) — Mw, ceea ceste din nou echivalent
cu concluzia si incheie demonstratia. O

Conditia ca f sa fie strict convexa este fundamentala in Teorema 2.2.,
in absenta ei teorema nemaifiind valabili. Intr-adevir, functia f : R — R,
definita prin f(z) = =z pentru z < 0 si f(x) = 2z pentru x > 0 este
convexa. Alegand punctul ¢ = 0 si numarul ¢ = 1 obtinem M = tf} (c) +
(1 —1) f_ (c) = 2. Pe de alta parte, pentru orice a < 0 si b > 0 avem

fb)—fla) 2b6—a _ b
b—a _b—a_1+b—a<2’
deci relatia (2) nu mai poate fi indeplinita.

Incheiem acest paragraf cu observatia ca, daca functia f este concava,
atunci —f este convexa si rezultatele din teoremele precedente raman, de
asemenea, valabile.

3. Aplicatii in calculul integral
Legatura dintre functiile convexe si calculul integral este data de rezul-
tatul care spune ca o functie f : I — R este convexa daca si numai daca
exista un punct a € I si o functie crescatoare g : I — R astfel incat
x

f<x>—f<a>—/ g(s)ds,

a
pentru orice € I (vezi Teorema A, pag. 10 din [4]). In mod suplimentar,
pentru orice € I avem si f_ (z) = g(z —0) si f, (z) = g(z+0), unde
g (z —0) si g (z + 0) reprezinta limita laterala la stanga, respectiv la dreapta
a functiei ¢g in punctul x. De asemenea, daca f este convexa atunci avem si

f(z) /f ds—/fJr ) ds.4.

Cu aceste considerente vom prezenta rezultatele acestui paragraf.

Corolarul 3.1. Fie g : I — R o functie crescatoare. Atunci, pentru
orice a,b € I,a < b, existd un punct ¢ € (a,b) si un numar t € [0,1] astfel
incat

1 b
— g(s)ds=tg(c—0)+ (1 —1t)g(c+0). (4)
a

Demonstratie. Consideram functia f : I — R, f(z f g(s
Aceasta functie este convexa si avem f(a) = 0. Teorema 2.1 ne as1gura
cd existd ¢ € (a,b) si t € [0,1] astfel incat f( =tfl(e)+ (1 —1t)f (c).
Concluzia se obtine acum tinand cont de con&derat,ule de la inceputul acestui
paragraf. O

Corolarul 3.2. Fie g : I — R o functie strict crescatoare. Atunct,
pentru orice punct ¢ € I si numar t € [0,1], ezista a,b € I,a < ¢ < b, astfel
incat are loc (4).

Demonstratie. Fie u un punct oarecare din /. Consideram functia strict
convexa f: I — R, f(x f g (s)ds. Conform Teoremei 2.2 exista a,b € I
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cu a < ¢ < b astfel incat M = tfi (¢) + (1 —t) f. (c). Concluzia se
obtine tlnand cont de de con31derat,111e facute la Inceputul paragrafului si de
relatia f (b) f g (s O

Sa observam ca, daca o funct,ie g : I — R este (strict) descrescatoare,
atunci —g este (strict) crescatoare. Aplicand rezultatele anterioare pentru
functia —g obtinem validitatea Corolarelor 3.1 si 3.2 si pentru functii (strict)
descrescatoare.

O alta consecinta imediata o reprezinta si problema propusa la etapa
judeteana a Olimpiadei Nationale de Matematica din 2022, al carei autor
este T. Trif (vezi [5]).

Corolarul 3.3. Fie g : I — R o functie strict monotona. Demonstrati
ca, pentru orice ¢ € I, existda a,b € I astfel incdt c € (a,b) si

b
| s(s)ds = gte) -~ a.

Demonstratie. Putemapresupune ca g este strict crescatoare. Atunci,
pentru orice ¢ € I, avem ¢ (¢ —0) < g(¢) < g(c+0), deci exista t € [0.1]
astfel incat

glc) =tg(c—=0)+ (L —t)g(c+0)
si concluzia se obtine ca o consecinta a Corolarului 3.2. O

Continuam cu o prelucrare pentru functii convexe a Teoremei 3 din [1].

Propozitia 3.4. Fie f : I — R o functie convera. Atunci, pentru
orice a,b € I, a < b, exista un punct ¢ € (a,b) si un numar t € [0,1] astfel
incat are loc relatia

b
[ 1eas=0-wr@+ 5 @007 0)

Demonstratie. Notam K = f f(s)ds — (b—a) f(a) si consideram
functia g : I — R definita prin
K(b—1z)” z)?

/f s (6 =) £ ) + = T

pentru orice x € I. Aceasta functie este continua, verifica egalitatea g (b) =

(b

g (a) = 0 si admite derivate laterale finite in orice punct din I. In plus

2 /
g’+(fv)=f(fv)+(b—fv)/f(fv)+(b—:v)f’+(:v)+(%) -

= 1@ -1 @)+ - £ - LD =0 (- ).
respectiv ¢’ () = (b— ) (f’_ (x) — %) , pentu orice z € I. Teorema
1.1 ne asigura ca exista un punct ¢ € (a,b) si un numar ¢ € [0, 1] astfel incat
W =tg, (¢)+(1 —1t)¢" (¢), de unde obtinem tg', (¢)+(1 —1t) g (c) = 0.

In continuare
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-0 (10— ) ra-0-9 (1 @-2) <0

(b—a)’ (b—a)
de unde ol
(b—c) (tf’+ () 4+ (1 —1t) f. (z) — 72> =
(b—a)
Cum b > ¢, obtinem K = =2 a) (tfi (@) + (1 —t) f (z)), ceea ce este
echivalent cu cerinta din enunt. O

Incheiem acest articol cu o versiune pentru functii convexe a unuia din-
tre cele mai importante rezultate din analiza matematica, aparut prima data
in editia I a lucrarii [3] (vezi Problema 10, pag. 49).

Propozitia 3.5. Fie J un interval deschis astfel incat [0, 1]

C
f:J — R o functie convexd. Definim sirul (y,)n>1 prin y, = 2 3 f(£),
pentru orice n > 1. Atunci

hmn<yn /f > ();f(o).

Demonstratie. Fie k € {1,2,3,...,n}. Conform Propozitiei 3.4 exista

cx € (1, 5) sity, € [0,1] astfel incat

/k_if(s)d.s':%f <k;1> —|-2—?112(tkf;(ck)+(1—tk)f’_(ck)) ,

In continuare avem

n n JF
<yn L) (5 0) S
N :

(tef" (cr) + (1= 1) £~ (cx))

—f <1> S0 = =3 (e () + (L= 1) £ (er)

Deoarece, pentru orice
inegalitatea

()

k=1
Functia h : J — R, h(z) = f/_( ) este crescatoare, deci integrabila.

Atunci Jim 57 Z fr(er) = 5 fo f2(s)ds = 3 (f(1) = £(0)). In mod ana-
log



286 PENTRU CERCURILE DE ELEVI

In aceste conditii relatia (5) si criteriul clestelui ne conduc la concluzie. O
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