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1. Introducere

Unul dintre cele mai importante rezultate din analiza matematică este
teorema de medie a lui Lagrange, care spune că, pentru orice funct,ie deriva-
bilă f : I → R s, i orice a, b ∈ I, a < b, există c ∈ (a, b) astfel ı̂ncât

f (b)− f (a)

b− a
= f ′ (c) , (1)

unde I ⊂ R este un interval oarecare. Rezultatul, cunoscut s, i sub numele de
teorema cres,terilor finite, are foarte multe consecint,e, motiv pentru care a
fost analizat din mai multe perspective, cum ar fi găsirea altor demonstrat,ii,
sau construct,ia unor reciproce, extinderi sau generalizări ale relat, iei (1) . O
contribut, ie notabilă pe această temă a avut Karamata [2] care a demonstrat
următoarea teoremă:

Teorema 1.1. Fie I ⊂ R un interval deschis s,i f : I → R o funct,ie
continuă s,i care admite derivate laterale finite ı̂n orice punct din I. Atunci,
pentru orice a, b ∈ I, a < b, există un punct c ∈ (a, b) s,i un număr t ∈ [0, 1]
astfel ı̂ncât

f (b)− f (a)

b− a
= tf ′

+ (c) + (1− t) f ′
− (c) , (2)
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unde f ′
+ (c) s,i f ′− (c) reprezintă derivatele laterale la dreapta, respectiv la

stânga, ale funct,iei f ı̂n punctul c.

În cele ce urmează dorim să analizăm o categorie importantă de funct,ii
care corespund ipotezelor Teoremei 1.1, respectiv clasa funct,iilor convexe.
Paragrafele următoare vor cont,ine o serie de rezultate cunoscute sau mai
put,in cunoscute legate de acest subiect. Vom adapta Teorema 1.1 pentru
funct,ii convexe, vom prezenta rezultate reciproce, precum s, i unele aplicat, ii
ı̂n calculul integral.

2. O teoremă de medie s, i reciproca sa

Pe parcursul acestui articol vom nota cu I un interval nevid s, i deschis
din R.

Teorema 2.1. Fie f : I → R o funct,ie convexă. Atunci, pentru orice
a, b ∈ I, a < b, există un punct c ∈ (a, b) s,i un număr t ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât
are loc (2) .

Demonstrat,ie. Funct, ia f , fiind convexă, este s,i continuă pe I (vezi
Teorema A, pag. 4 din [4]) s,i admite derivate laterale finite ı̂n orice punct
din I (vezi Teorema B, pag. 5 din [4]). Atunci f satisface ipotezele Teoremei
1.1 s, i concluzia se impune apoi.

Teorema următoare poate fi considerată o reciprocă a rezultatului an-
terior.

Teorema 2.2. Fie f : I → R o funct,ie strict convexă. Atunci, pentru
orice c ∈ I s,i orice număr t ∈ [0, 1] , există a, b ∈ I, astfel ı̂ncât a < c < b s,i
are loc (2) .

Demonstrat,ie. Deoarece I este interval deschis, există u, v ∈ I astfel
ı̂ncât u < c < v s, i [u, v] ⊂ I. Notăm M = tf ′

+ (c)+(1− t) f ′− (c) s, i considerăm
funct,ia continuă

g : [u, v] → R, g (x) = f (x)−Mx.
Dacă g (u) = g (v) obt, inem f (u) − Mu = f (v) − Mv, ceea ce este

echivalent cu concluzia.
În continuare presupunem f(u) < f(v), cazul celălalt fiind analog.
Vom demonstra că această funct,ie este strict descrescătoare pe [u, c] s, i

strict crescătoare pe [c, v] . Fie α, β ∈ [u, c] cu α < β. Atunci

g (β)− g (α) = (f (β)− f (α))−M (β − α) . (3)

Din Teorema 2.1 există d ∈ (α, β) s, i s ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât f (β) − f (α) =(
sf ′

+ (d) + (1− s) f ′− (d)
)
(β − α) . Folosind (3) s,i monotonia derivatelor la-

terale ale unei funct,ii convexe (vezi Teorema B, pag. 5 din [4]) obt,inem
g(β) − g(α) = (β − α)

(
sf ′

+ (d) + (1− s) f ′− (d)− tf ′
+ (c)− (1− t) f ′− (c)

)
� (β − α)

(
sf ′

+ (d) + (1− s) f ′
+ (d)− tf ′− (c)− (1− t) f ′− (c)

)
= (β − α)

(
f ′
+ (d)− f ′− (c)

)
< 0,

deci g este strict descrescătoare pe [u, c] . Analog studiem monotonia pe [c, v] .
Deducem că f (c) � f (u) s,i f (c) � f (v) . Atunci există w ∈ (c, v) astfel ı̂ncât
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g (u) = g (w) , adică f (u)−Mu = f (w)−Mw, ceea ceste din nou echivalent
cu concluzia s,i ı̂ncheie demonstrat,ia. �

Condit,ia ca f să fie strict convexă este fundamentală ı̂n Teorema 2.2.,

ı̂n absent,a ei teorema nemaifiind valabilă. Într-adevăr, funct,ia f : R → R,
definită prin f (x) = x pentru x < 0 s,i f (x) = 2x pentru x � 0 este
convexă. Alegând punctul c = 0 s, i numărul t = 1 obt,inem M = tf ′

+ (c) +
(1− t) f ′− (c) = 2. Pe de altă parte, pentru orice a < 0 s, i b > 0 avem

f (b)− f (a)

b− a
=

2b− a

b− a
= 1 +

b

b− a
< 2,

deci relat, ia (2) nu mai poate fi ı̂ndeplinită.

Încheiem acest paragraf cu observat, ia că, dacă funct,ia f este concavă,
atunci −f este convexă s, i rezultatele din teoremele precedente rămân, de
asemenea, valabile.

3. Aplicat, ii ı̂n calculul integral

Legătura dintre funct,iile convexe s, i calculul integral este dată de rezul-
tatul care spune că o funct,ie f : I → R este convexă dacă s, i numai dacă
există un punct a ∈ I s,i o funct,ie crescătoare g : I → R astfel ı̂ncât

f (x)− f (a) =

∫ x

a
g (s) ds,

pentru orice x ∈ I (vezi Teorema A, pag. 10 din [4]). În mod suplimentar,

pentru orice x ∈ I avem s,i f
′
− (x) = g (x− 0) s,i f

′
+ (x) = g (x+ 0) , unde

g (x− 0) s,i g (x+ 0) reprezinta limita laterală la stânga, respectiv la dreapta
a funct,iei g ı̂n punctul x. De asemenea, dacă f este convexă atunci avem s, i

f (x)− f (a) =

∫ x

a
f

′
− (s) ds =

∫ x

a
f

′
+ (s) ds.4.

Cu aceste considerente vom prezenta rezultatele acestui paragraf.

Corolarul 3.1. Fie g : I → R o funct,ie crescătoare. Atunci, pentru
orice a, b ∈ I, a < b, există un punct c ∈ (a, b) s,i un număr t ∈ [0, 1] astfel
ı̂ncât

1

b− a

∫ b

a
g (s) ds = tg (c− 0) + (1− t) g (c+ 0) . (4)

Demonstrat,ie. Considerăm funct,ia f : I → R, f (x) =
∫ x
a g (s) ds.

Această funct,ie este convexă s, i avem f (a) = 0. Teorema 2.1 ne asigură

că există c ∈ (a, b) s, i t ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât f(b)
b−a = tf ′

+ (c) + (1− t) f ′− (c) .
Concluzia se obt, ine acum t, inând cont de considerat, iile de la ı̂nceputul acestui
paragraf. �

Corolarul 3.2. Fie g : I → R o funct,ie strict crescătoare. Atunci,
pentru orice punct c ∈ I s,i număr t ∈ [0, 1] , există a, b ∈ I, a < c < b, astfel
ı̂ncât are loc (4) .

Demonstrat,ie. Fie u un punct oarecare din I. Considerăm funct,ia strict
convexă f : I → R, f (x) =

∫ x
u g (s) ds. Conform Teoremei 2.2 există a, b ∈ I
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cu a < c < b astfel ı̂ncât f(b)−f(a)
b−a = tf ′

+ (c) + (1− t) f ′− (c) . Concluzia se
obt, ine t,inând cont de de considerat,iile făcute la ı̂nceputul paragrafului s, i de

relat, ia f (b)− f (a) =
∫ b
a g (s) ds. �

Să observăm că, dacă o funct,ie g : I → R este (strict) descrescătoare,
atunci −g este (strict) crescătoare. Aplicând rezultatele anterioare pentru
funct,ia −g obt,inem validitatea Corolarelor 3.1 s, i 3.2 s, i pentru funct,ii (strict)
descrescătoare.

O altă consecint, ă imediată o reprezintă s,i problema propusă la etapa
judet,eană a Olimpiadei Nat, ionale de Matematică din 2022, al cărei autor
este T. Trif (vezi [5]) .

Corolarul 3.3. Fie g : I −→ R o funct,ie strict monotonă. Demonstrat,i
că, pentru orice c ∈ I, există a, b ∈ I astfel ı̂ncât c ∈ (a, b) s,i∫ b

a
g(s)ds = g(c)(b − a).

Demonstrat,ie. Putem presupune că g este strict crescătoare. Atunci,
pentru orice c ∈ I, avem g (c− 0) � g (c) � g (c+ 0), deci există t ∈ [0.1]
astfel ı̂ncât

g(c) = tg (c− 0) + (1− t) g (c+ 0)
s,i concluzia se obt, ine ca o consecint, ă a Corolarului 3.2. �

Continuăm cu o prelucrare pentru funct,ii convexe a Teoremei 3 din [1].
Propozit, ia 3.4. Fie f : I → R o funct,ie convexă. Atunci, pentru

orice a, b ∈ I, a < b, există un punct c ∈ (a, b) s,i un număr t ∈ [0, 1] astfel
ı̂ncât are loc relat,ia∫ b

a
f (s) ds = (b− a) f (a) +

(b− a)2

2

(
tf ′

+ (c) + (1− t) f ′
− (c)

)
Demonstrat,ie. Notăm K =

∫ b
a f (s) ds − (b− a) f (a) s,i considerăm

funct,ia g : I → R definită prin

g (x) = −
∫ b

x
f (s) ds+ (b− x) f (x) +

K (b− x)2

(b− a)2
,

pentru orice x ∈ I. Această funct,ie este continuă, verifică egalitatea g (b) =

g (a) = 0 s, i admite derivate laterale finite ı̂n orice punct din I. În plus

g′+ (x) = f (x) + (b− x)′ f (x) + (b− x) f ′
+ (x) +

(
K (b− x)2

(b− a)2

)′
=

= f (x)− f (x) + (b− x) f ′
+ (x)− 2K (b− x)

(b− a)2
= (b− x)

(
f ′
+ (x)− 2K

(b− a)2

)
,

respectiv g′− (x) = (b− x)
(
f ′− (x)− 2K

(b−a)2

)
, pentu orice x ∈ I. Teorema

1.1 ne asigură că există un punct c ∈ (a, b) s, i un număr t ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât
g(b)−g(a)

b−a = tg′+ (c)+(1− t) g′− (c), de unde obt,inem tg′+ (c)+(1− t) g′− (c) = 0.

În continuare
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t (b− c)

(
f ′
+ (c)− 2K

(b− a)2

)
+ (1− t) (b− c)

(
f ′− (x)− 2K

(b− a)2

)
= 0,

de unde

(b− c)

(
tf ′

+ (x) + (1− t) f ′− (x)− 2K

(b− a)2

)
= 0.

Cum b > c, obt,inem K = (b−a)2

2

(
tf ′

+ (x) + (1− t) f ′− (x)
)
, ceea ce este

echivalent cu cerint,a din enunt,. �
Încheiem acest articol cu o versiune pentru funct,ii convexe a unuia din-

tre cele mai importante rezultate din analiza matematică, apărut prima dată
ı̂n edit,ia I a lucrării [3] (vezi Problema 10, pag. 49).

Propozit, ia 3.5. Fie J un interval deschis astfel ı̂ncât [0, 1] ⊂ J s, i

f : J → R o funct,ie convexă. Definim s, irul (yn)n�1 prin yn = 1
n

n∑
k=1

f
(
k
n

)
,

pentru orice n � 1. Atunci

lim
n→∞n

(
yn −

∫ 1

0
f (s) ds

)
=

f (1)− f (0)

2
.

Demonstrat,ie. Fie k ∈ {1, 2, 3, ..., n} . Conform Propozit, iei 3.4 există

ck ∈ (
k−1
n , kn

)
s, i tk ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât∫ k

n

k−1
n

f (s) ds =
1

n
f

(
k − 1

n

)
+

1

2n2

(
tkf

′
+ (ck) + (1− tk) f

′
− (ck)

)
.

În continuare avem

n

(
yn −

∫ 1

0
f (s) ds

)
= n

⎛
⎜⎝ 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
−

n∑
k=1

∫ k

n
k − 1

n

f (s) ds

⎞
⎟⎠

=

n∑
k=1

f

(
k

n

)
−

n∑
k=1

f

(
k − 1

n

)
− 1

2n

n∑
k=1

(
tkf

′
+ (ck) + (1− tk) f

′
− (ck)

)
= f (1)− f (0)− 1

2n

n∑
k=1

(
tkf

′
+ (ck) + (1− tk) f

′
− (ck)

)
.

Deoarece, pentru orice x ∈ J, avem f ′− (x) � f ′
+ (x), suntem condus,i la

inegalitatea

f (1)− f (0)− 1

2n

n∑
k=1

f ′
+ (ck) � n

(
yn −

∫ 1

0
f (s) ds

)

� f (1)− f (0)− 1

2n

n∑
k=1

f ′
− (ck)

. (5)

Funct, ia h : J → R, h (x) = f ′− (x) este crescătoare, deci integrabilă.

Atunci lim
n→∞

1
2n

n∑
k=1

f ′− (ck) =
1
2

∫ 1
0 f ′− (s) ds = 1

2 (f (1)− f (0)). În mod ana-

log
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lim
n→∞

1

2n

n∑
k=1

f ′
+ (ck) =

1
2 (f (1)− f (0)) .

În aceste condit, ii relat, ia (5) s, i criteriul cles,telui ne conduc la concluzie. �
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

INEGALITATEA LUI SCHUR

Cristiana-Floria Dumitrescu1)

În această lect, ie vom prezenta o serie de aplicat, ii ale inegalităt, ii lui
Schur ı̂n demonstrarea altor inegalităt, i.

Teoremă. (Inegalitatea lui Schur) Dacă x, y, z sunt numere reale ne-
negative, atunci, pentru orice număr real t � 0, este adevărată inegalitatea

xt(x− y)(x− z) + yt(y − z)(y − x) + zt(z − x)(z − y) � 0.

Egalitatea are loc dacă s,i numai dacă x = y = z sau dacă x = y, z = 0 s,i
analoagele. Dacă xyz = 0, atunci se impune ca t > 0.

Demonstrat,ie. Deoarece relat, ia este simetrică, putem presupune, fără
a restrânge generalitatea rat,ionamentului, că x � y � z. Rezultă z − x � 0
s,i z − y � 0, deci (z − x)(z − y) � 0. Deoarece z � 0, avem s, i zt � 0, deci
zt(z − x)(z − y) � 0. (1)

Totodată xt(x−y)(x−z)+yt(y−x)(y−z) = (x−y)
(
xt(x−z)+yt(y−z)

)
.

Deoarece x � y � z, avem x− y � 0, x− z � 0, y− z � 0. Întrucât x, y � 0,
rezultă xt � 0, yt � 0. Rezultă că xt(x− y)(x− z)+ yt(y−x)(y− z) � 0. (2)

Însumând relat, iile (1) s, i (2) se obt,ine inegalitatea dorită. �
Să notăm s, i următoarea generalizare a inegalităt, ii lui Schur, propusă de

Valentin Vornicu, care se demonstrează urmând ideile de mai sus.
Fie (a, b, c) s,i (x, y, z) două triplete de numere reale la fel ordonate, k

un număr natural s,i f : R → [0,∞) o funct,ie convexă s,i monotonă. Atunci

f(x)(a− b)k(a− c)k + f(y)(b− a)k(b− c)k + f(z)(c− a)k(c− b)k � 0.

Pentru x = a, y = b, z = c, k = 1, f(x) = xr se obt,ine inegalitatea lui
Schur.

1)Profesor, Liceul Teoretic Azuga.


