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Abstract. We give a proof of the AM-GM inequality without using the
mathematical induction.
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1. Introducere
Consideram binecunoscuta inegalitate a mediilor, a lui Cauchy
ayt+ax+...+tay

Yaias -+ - ap < ,

n
in care aj,asg,...,a, sunt numere reale pozitive, cu egalitate daca si numai
dacd a1 = as = ... = a,. (Ea este adesea desemnata in ziua de astazi in

literatura matematica prin termenul de ,AM-GM inequality”.) Sunt cunos-
cute numeroase demonstratii ale inegalitatii, existand chiar si manuale si
monografii special dedicate acestei tematici — a se vedea [2].

Pe de alta parte, a devenit aproape un loc comun afirmatia ca in toate
demonstratiile elementare ale inegalitatii mediilor se utilizeaza, sub o forma
sau alta, inductia matematica.

Vom arata insa ca se poate obtine si o demonstratie fara a se utiliza
inductia. In acest scop, vom avea In vedere o forma mai restransa a ine-
galitatii lui Bernoulli, care se poate stabili fara a folosi inductia iar apoi,
facand o mica adaptare la o eleganta demonstratie a lui V. Arsinte [1], destul
de putin cunoscuta (de exemplu, nementionata in [2]), regasita si de L. Ma-
ligranda [4], vom obtine rezultatul anuntat.
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2. Doua elemente pregatitoare

a) Inegalitatea lui Bernoulli pe domeniul maxim de existenta,
(I+a)">214na, Va=-1,VneN (B1)

(cu egalitate numai in cazurile @ = 0 sau n = 0 sau n = 1) necesita pen-
tru demonstrare utilizarea inductiei matematice, constituind, de altfel, un
exercitiu extrem de simplu referitor la aceasta metoda.

Considerand inegalitatea pe un domeniu mai restrans, anume, pentru
a > 0, adica

(14a)">1+na, Ya>0,VneN, (B2)

demonstratia inegalitatii (By) se transfera automat prin ereditate si pentru
(Ba), deoarece (0,00) C (—1,00). De asemenea, o demonstratie pentru (Bs)
este posibila si pe baza dezvoltarii expresiei (1 + a)™ cu ajutorul formulei
binomului lui Newton, urmata de o minorare evidenta ([3]), dar astfel apare
din nou inductia, ,mascata“ prin intermediul formulei binomului.

Insi, cum anuntasem in introducere, se poate da o demonstratie simpli
fars inductie a inegalititii (By). Intr-adevir, inegalitatea este echivalentd cu

(I1+a)"—1—mna,Ya > 0.
Aplicand formula
" _yn _ ($ _y) (xn—l _|_xn—2y_’_ +yn—1) ,

demonstrabila direct, fara inductie si dand factor comun pe a, obtinem, pen-
trun > 1,

lI+a)*"—1—na=[1+a)"—1"—na
=[(1+a)-11+a)" "+ 1+a)" 2 +...+ (1 +a)+
+1] —na
—a(l4+a)" ' +1+a)"*+...+(1+a)—(n—1)]=0
deoarece toti cei n — 1 termeni de forma (1 + a)¥ sunt supraunitari si inega-
litatea (B2) este demonstrata. O

Mai mentionam o demonstratie scurta a inegalitatii (B;) data de C.
Mortici, [5]. Notand = = 1, cu p > 0, avem

p
n_ 1\" 1Y), Sy N
14+x)"=(1+ > |14 1+ 1+ >
P P P+ p+n—1
1 2 1
>p+ 'p+ prn :p+n:1—|—n-—:1—|—naz.
p p+1 p+n—1 P P

b) Pentru efectuarea demonstratiei pe care o avem in vedere, a ine-
galitatii mediilor, reamintim foarte pe scurt, ca punct de plecare, demonstra-
tia mentionata, anume sub forma data de V. Arsinte in [1].
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Pentru cele n numere reale strict pozitive aq,as,...,a,, In afara de
notatiile uzuale

a+as+ ...+ ay

A= , G = Yaras - ... an,
n
sa mai notam
a) + as ar+ag+ ...+ ap
mp =ay,my = —F1"—",...,Mp = = A.
2 n
T A mp o my . .
Intrucat ;74— >0 (k=2,3,4,...,n), avem s 1> -1, asadar, inegali-

tatea (Bj) este aplicabila pentru a = m”;’“l —1,(k=2,3,4,...,n). Obtinem

k
(m’“ > >1+k( T —1>,Va>—1,VkeN,k>2.
mrg—1 mrg—1

Dupa cateva calcule elementare in care nu se mai efectueaza nicio mi-
norare, se gaseste

In continuare, avem

de unde, inmultind membru cu membru toate inegalitatile, rezulta m;, >
miag - - - an, adica m)} > ajas - ... - ap sau inca A" > G", de unde, deoarece
A>0,G >0, rezulta A > G.

3. Demonstratia

mg
my_—
mai mari decat —1, dar nu cu necesitate pozitive, deci inegalitatea utilizata
trebuia sa fie (B1), a carei demonstratie se bazeaza pe inductie, si nu (Bg).

Putem acum aranja ca toate numerele a = mTZ’“l —1 sa fie strict pozitive,

asa Incat intreaga demonstratie sa se bazeze pe utilizarea inegalitatii (Bz) in
loc de (By), deci sa nu apeleze sub nicio forma la inductia matematica.

In demonstratia mentionata, numerele a = - - 1 sunt, toate, strict

In acest scop, este suficient sa ordonam crescator numerele, deci, dupa
o eventuala renumerotare, sd avem 0 < a1 < as < ... < ay.

In acest caz, dupa cum este binecunoscut, sirul mediilor aritmetice este
de asemenea crescator, adica

mk,lémk, k:2,3,...,n

(dupa cum se poate verifica imediat printr-un calcul simplu). Acum toate
numerele a sunt strict pozitive, deci urmand exact acelasi rationament cu cel
prezentat, insa dupa ,,complicatia” de ordonare pe care am introdus-o, dar
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aplicand inegalitatea (B2), se obtine o demonstratie a inegalitatii mediilor
care nu utilizeaza inductia matematica.

4. Comentarii finale
Afirmatia reciproca, adica aceea ca inegalitatea mediilor implica ine-
galitatea lui Bernoulli, cu a > 0, este si ea valabila si se demonstreaza usor.
Intr-adevar, luand in inegalitatea mediilor a; = as = ... = ap—1 = 1 si
an = 1+ na, se obtine

-1 1
(n—1)4( —I—na)2 VT,

n

care, dupa cateva calcule elementare, da exact inegalitatea lui Bernoulli (Bs).
Pentru echivalenta dintre inegalitatea AM-GM si alte inegalitati clasice,
se pot consulta, printre altele, [4] si [6].
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