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1. Introducere

Considerăm binecunoscuta inegalitate a mediilor, a lui Cauchy

n
√
a1a2 · · · an � a1 + a2 + . . . + an

n
,

ı̂n care a1, a2, . . . , an sunt numere reale pozitive, cu egalitate dacă s, i numai
dacă a1 = a2 = . . . = an. (Ea este adesea desemnată ı̂n ziua de astăzi ı̂n
literatura matematică prin termenul de ,,AM-GM inequality”.) Sunt cunos-
cute numeroase demonstrat, ii ale inegalităt, ii, existând chiar s, i manuale s, i
monografii special dedicate acestei tematici – a se vedea [2].

Pe de altă parte, a devenit aproape un loc comun afirmat,ia că ı̂n toate
demonstrat, iile elementare ale inegalităt, ii mediilor se utilizează, sub o formă
sau alta, induct,ia matematică.

Vom arăta ı̂nsă că se poate obt,ine s, i o demonstrat,ie fără a se utiliza

induct,ia. În acest scop, vom avea ı̂n vedere o formă mai restrânsă a ine-
galităt, ii lui Bernoulli, care se poate stabili fără a folosi induct,ia iar apoi,
făcând o mică adaptare la o elegantă demonstrat,ie a lui V. Arsinte [1], destul
de put,in cunoscută (de exemplu, nement,ionată ı̂n [2]), regăsită s, i de L. Ma-
ligranda [4], vom obt,ine rezultatul anunt,at.
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2. Două elemente pregătitoare

a) Inegalitatea lui Bernoulli pe domeniul maxim de existent, ă,

(1 + a)n � 1 + na, ∀ a � −1, ∀n ∈ N (B1)

(cu egalitate numai ı̂n cazurile a = 0 sau n = 0 sau n = 1) necesită pen-
tru demonstrare utilizarea induct,iei matematice, constituind, de altfel, un
exercit, iu extrem de simplu referitor la această metodă.

Considerând inegalitatea pe un domeniu mai restrâns, anume, pentru
a � 0, adică

(1 + a)n � 1 + na, ∀ a � 0, ∀n ∈ N, (B2)

demonstrat, ia inegalităt, ii (B1) se transferă automat prin ereditate s, i pentru
(B2), deoarece (0,∞) ⊂ (−1,∞). De asemenea, o demonstrat, ie pentru (B2)
este posibilă s, i pe baza dezvoltării expresiei (1 + a)n cu ajutorul formulei
binomului lui Newton, urmată de o minorare evidentă ([3]), dar astfel apare
din nou induct,ia, ,,mascată“ prin intermediul formulei binomului.

Însă, cum anunt,asem ı̂n introducere, se poate da o demonstrat,ie simplă

fără induct,ie a inegalităt, ii (B2). Într-adevăr, inegalitatea este echivalentă cu

(1 + a)n − 1− na,∀a � 0.

Aplicând formula

xn − yn = (x− y)
(
xn−1 + xn−2y + . . .+ yn−1

)
,

demonstrabilă direct, fără induct,ie s, i dând factor comun pe a, obt,inem, pen-
tru n > 1,

(1 + a)n − 1− na = [(1 + a)n − 1n]− na

= [(1 + a)− 1][(1 + a)n−1 + (1 + a)n−2 + . . .+ (1 + a)+

+ 1]− na

= a[(1 + a)n−1 + (1 + a)n−2 + . . .+ (1 + a)− (n− 1)] � 0

deoarece tot, i cei n− 1 termeni de forma (1 + a)k sunt supraunitari s,i inega-
litatea (B2) este demonstrată. �

Mai ment,ionăm o demonstrat,ie scurtă a inegalităt, ii (B1) dată de C.
Mortici, [5]. Notând x = 1

p , cu p > 0, avem

(1 + x)n =

(
1 +

1

p

)n

>

(
1 +

1

p

)
·
(
1 +

1

p+ 1

)
· · ·

(
1 +

1

p+ n− 1

)
>

>
p+ 1

p
· p+ 2

p+ 1
· · · p+ n

p+ n− 1
=

p+ n

p
= 1 + n · 1

p
= 1 + nx.

b) Pentru efectuarea demonstrat,iei pe care o avem ı̂n vedere, a ine-
galităt, ii mediilor, reamintim foarte pe scurt, ca punct de plecare, demonstra-
t, ia ment,ionată, anume sub forma dată de V. Arsinte ı̂n [1].
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Pentru cele n numere reale strict pozitive a1, a2, . . . , an, ı̂n afară de
notat, iile uzuale

A =
a1 + a2 + ...+ an

n
, G = n

√
a1a2 · ... · an,

să mai notăm

m1 = a1,m2 =
a1 + a2

2
, . . . ,mn =

a1 + a2 + . . .+ an
n

= A.

Întrucât mk
mk−1

> 0 (k = 2, 3, 4, . . . , n), avem mk
mk−1

− 1 > −1, as,adar, inegali-

tatea (B1) este aplicabilă pentru a = mk
mk−1

−1 , (k = 2, 3, 4, . . . , n). Obt,inem(
mk

mk−1

)k

� 1 + k

(
mk

mk−1
− 1

)
,∀ a > −1,∀ k ∈ N, k � 2.

După câteva calcule elementare ı̂n care nu se mai efectuează nicio mi-
norare, se găses,te

mk
k � mk−1

k−1 · ak.
În continuare, avem

k = 2 ⇒ m2
2 � m1

1 · a2
k = 3 ⇒ m3

3 � m2
2 · a3

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

k = n ⇒ mn
n � mn−1

n−1 · an,
de unde, ı̂nmult, ind membru cu membru toate inegalităt, ile, rezultă mn

n �
m1a2 · · · an, adică mn

n � a1a2 · . . . · an sau ı̂ncă An � Gn, de unde, deoarece
A > 0, G > 0, rezultă A � G.

3. Demonstrat, ia

În demonstrat, ia ment,ionată, numerele a = mk
mk−1

− 1 sunt, toate, strict

mai mari decât −1, dar nu cu necesitate pozitive, deci inegalitatea utilizată
trebuia să fie (B1), a cărei demonstrat,ie se bazează pe induct,ie, s,i nu (B2).

Putem acum aranja ca toate numerele a = mk
mk−1

−1 să fie strict pozitive,

as,a ı̂ncât ı̂ntreaga demonstrat,ie să se bazeze pe utilizarea inegalităt, ii (B2) ı̂n
loc de (B1), deci să nu apeleze sub nicio formă la induct,ia matematică.

În acest scop, este suficient să ordonăm crescător numerele, deci, după
o eventuală renumerotare, să avem 0 < a1 � a2 � . . . � an.

În acest caz, după cum este binecunoscut, s, irul mediilor aritmetice este
de asemenea crescător, adică

mk−1 � mk, k = 2, 3, . . . , n

(după cum se poate verifica imediat printr-un calcul simplu). Acum toate
numerele a sunt strict pozitive, deci urmând exact acelas, i rat, ionament cu cel
prezentat, ı̂nsă după ,,complicat, ia” de ordonare pe care am introdus-o, dar
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aplicând inegalitatea (B2), se obt, ine o demonstrat,ie a inegalităt, ii mediilor
care nu utilizează induct,ia matematică.

4. Comentarii finale

Afirmat,ia reciprocă, adică aceea că inegalitatea mediilor implică ine-
galitatea lui Bernoulli, cu a > 0, este s,i ea valabilă s, i se demonstrează us,or.

Într-adevăr, luând ı̂n inegalitatea mediilor a1 = a2 = . . . = an−1 = 1 s, i
an = 1 + na, se obt,ine

(n− 1) + (1 + na)

n
� n

√
1 + na,

care, după câteva calcule elementare, dă exact inegalitatea lui Bernoulli (B2).
Pentru echivalent,a dintre inegalitatea AM-GM s, i alte inegalităt, i clasice,

se pot consulta, printre altele, [4] s,i [6].
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

O PROPRIETATE A RAPOARTELOR DE SEGMENTE

Mihnea Alexandru Udroiu1)

În problemele de geometrie, rapoartele de segmente s, i de arii se pot
dovedi folositoare, deoarece putem lucra cu ele fără a cunoas,te mărimile

exacte ale segmentelor, respectiv ariilor. În multe situat, ii putem demonstra
relat, ii geometrice general valabile, fără a trebui analizate numeroase cazuri
particulare.

1. Legătura dintre rapoarte de segmente s, i rapoarte de arii.

Pentru a face legătura ı̂ntre rapoartele de segmente s, i rapoartele de arii
se poate utiliza următoarea relat, ie.

1)Elev, Colegiul Nat,ional ,,Tudor Vianu“, Bucures,ti,


