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În cele ce urmează vom rezolva o problemă propusă de către Marius
Ghergu, publicată ı̂n Gazeta Matematică nr. 1/2004 s, i reluată ı̂n Gazeta
Matematică nr. 7-8/2004. Problema nu a fost rezolvată ı̂n Gazetă decât
part,ial. Partea rămasă nerezolvată are următorul enunt,.

Fiecare punct al unui plan se colorează cu una dintre culorile ros,u sau
verde, existând cel put,in un punct din fiecare culoare. Arătat,i că există un
triunghi ale cărui vârfuri au altă culoare decât cea a ortocentrului său.

Pentru a demonstra afirmat,ia precedentă ı̂ncepem cu următoarea ob-
servat, ie.

Propozit, ie. Fie ABC un triunghi s, i H ortocentrul său. Dacă trei
dintre punctele A,B,C,H sunt de o culoare s,i al patrulea de altă culoare,
atunci cerint,a din enunt,ul problemei este ı̂ndeplinită.

Demonstrat,ia este imediată, deoarece fiecare dintre punctele A,B,C,H
este ortocentrul triunghiului determinat de celelalte trei vr̂furi.

Ne propunem ı̂n continuare să găsim o configurat,ie de patru puncte,
trei având o culoare, al patrulea culoarea diferită de cele trei, iar unul dintre
puncte să fie ortocentrul triunghiului format de celelalte trei puncte.

Presupunem prin absurd că nu există o astfel de configurat,ie (∗).
1)Profesor, S, coala Gimnazială ,,Gheorghe T, it,eica“, Craiova
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Considerăm punctele X s, i Y din planul dat, X ros,u, iar Y verde. Fie
O un punct din plan astfel ı̂ncât triunghiul XOY este dreptunghic isoscel,
cu �O = 90◦. Luăm un reper ı̂n plan astfel ı̂ncât X(−1, 0) s, i Y (0, 1).

A

B

C

D

X

Y

O

Fie punctele A(a, 0) s, i B(0, a), a ∈ R− {±1, 0}.
Punctul Y este ortocentrul triunghiului �ABX, ori-
care ar fi a ∈ R − {±1, 0}. Conform (∗), A s, i B
au culori diferite. Aceasta presupune că toate seg-
mentele care au vârfurile unul pe o axă, iar celălalt pe
cealaltă axă s,i care sunt paralele cu a doua bisectoare,
au capetele colorate diferit. (†)

Fie punctele C(c, 0) s, i D(0,−c), c �= 0, c �= ±a. Conform (∗), ele sunt de
culori diferite, deoarece C este ortocentrul triunghiului �ABD, iar punctele
A s,i B au culori diferite. Modificând a, reiese că toate segmentele care au
vârfurile unul pe o axă, iar celălalt pe cealaltă axă s, i care sunt paralele cu
prima bisectoare, au capetele colorate diferit. (††)

Din (†) s, i (††) reiese că orice pătrat MNPQ, cu M(t, 0), N(0, t),
P (−t, 0) s, i Q(0,−t) are vârfurile M s, i P de o culoare, iar N s,i Q de aceeas, i
culoare, opusă celei dintâi. Aceasta arată că, dacă două puncte de pe una
din axe sunt simetrice fat, ă de O, atunci au aceeas, i culoare. († † †)

Distingem cazurile:
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Caz I: există pe una din axe două puncte
de culori diferite. Fie acestea A(0, x) s,i B(0, y),
0 �= x �= y �= 0. Folosind († † †), putem consi-
dera x > 0 s,i y > 0. Căutăm punctele C(u, 0)
s,i D(−u, 0) astfel ı̂ncât B este ortocentrul tri-
unghiului ACD. Cum AB ⊥ CD, aceasta este
echivalent cu BD ⊥ AC, sau ED ⊥ AD, unde

E este simetricul lui B fat, ă de O, deci C s,i D sunt intersect, iile cercului de
diametru AE cu Ox. Cum C s, i D au aceeas, i culoare, propozit,ia init, ială
arată că (∗) este falsă, c.c.c.t.d.

Caz II: toate punctele de pe o axă au aceeas, i culoare. Să zicem că toate
punctele de pe axa Ox sunt ros, ii s, i toate punctele de pe axa Oy sunt verzi;
culoarea punctului O nu ne interesează.
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Fie două puncte E(m, 0) s, i F (0, n), m �= n,
m s,i n nenule. Punctul E este ros,u, iar F este
verde. Analog construct,iei axelor Ox s,i Oy aferen-
te punctelor X s, i Y considerate init,ial, vom con-
strui axele O′x′ s,i O′y′ aferente punctelor E s, i F .
Originea noului sistem de axe este O′, O �= O′, iar

axele celor două sisteme nu sunt paralele.
Dacă pe una dintre axele O′E s, i O′F există puncte de culori diferite,

suntem ı̂n cazul precedent s, i demonstrat, ia este terminată. În caz contrar,
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punctele de pe O′E sunt ros, ii, iar cele de pe O′F sunt verzi. Fie atunci
{T} = O′y′ ∩Ox. Punctul T ar trebui să fie s, i ros,u s, i verde – imposibil.

O CLASĂ DE NUMERE LIOUVILLE

George Stoica
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Abstract. We obtain a simple characterization for a class of Liouville
numbers in the language of their associated continued fractions.
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Să considerăm numerele reale x pentru care există o constantă b > 1
astfel ı̂ncât inegalitatea ∣∣∣x− p

q

∣∣∣ < 1

bq
(1)

este satisfăcută de o infinitate de numere intregi.
Astfel de numere au apărut ı̂n literatura de specialitate ı̂ntr-un context

mai larg (vezi [1], [2]), dar exemple concrete au fost date de-abia ı̂n [3], [5]

s,i [6]. Întrucât funct,iile exponent,iale cu baza supraunitară converg la infinit
mai rapid decât orice funct,ie putere, rezultă că numerele care satisfac condit,ia
(1) sunt numere Liouville, adică satisfac condit,ia (mai slabă):

pentru orice număr natural n � 1, inegalitatea

∣∣∣∣x− p

q

∣∣∣∣ < 1

qn

este satisfăcută de o infinitate de numere ı̂ntregi p s,i q.

În particular, numerele care satisfac condit, ia (1) sunt irat,ionale trans-
cendente.

Scopul notei de fat, ă este să arătăm că, spre deosebire de numerele Liou-
ville, numerele care satisfac condit, ia (1) pot fi caracterizate cu ajutorul unor
inegalităt, i ı̂n limbajul fract,iilor continue asociate lor. Cu ajutorul acestor
inegalităt, i, vom putea da exemple simple de numere care satisfac condit,ia
(1).

Toate rezultatele din teoria fract, iior continue de care avem nevoie aici
se găsesc in monografia [4], tradusă s,i ı̂n limba română. Să reamintim că
fract, ia continuă a numărului real x se notează prin

x =
[
a0; a1, a2, . . .

]
= a0 +

1

a1 +
1

a2 + . . .

,

unde a0, a1, . . . se calculează recursiv astfel: notăm x0 = x s, i definim a0 =
partea intreagă lui x0, iar pentru n � 1, notăm xn = (xn−1 − an−1)

−1 s, i
definim an = partea intreagă a lui xn.

1)Profesor Dr., University of New Brunswick, Saint John, Canada.


