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Abstract. This note solves a 20-year old problem from this magazine,
whose solution was never published
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In cele ce urmeazi vom rezolva o problema propusa de catre Marius
Ghergu, publicatd in Gazeta Matematica nr. 1/2004 si reluatd in Gazeta
Matematica nr. 7-8/2004. Problema nu a fost rezolvata in Gazeta decat
partial. Partea ramasa nerezolvata are urmatorul enunt.

Fiecare punct al unui plan se coloreaza cu una dintre culorile rosu sau
verde, existand cel putin un punct din fiecare culoare. Aratali ca exista un
triunghi ale carui varfuri au alta culoare decat cea a ortocentrului sau.

Pentru a demonstra afirmatia precedenta incepem cu urmatoarea ob-
servatie.

Propozitie. Fie ABC un triunghi si H ortocentrul sau. Daca trei
dintre punctele A, B,C, H sunt de o culoare si al patrulea de alta culoare,
atunci cerinta din enuntul problemei este indeplinita.

Demonstratia este imediata, deoarece fiecare dintre punctele A, B, C, H
este ortocentrul triunghiului determinat de celelalte trei vifuri.

Ne propunem in continuare sa gasim o configuratie de patru puncte,
trei avand o culoare, al patrulea culoarea diferita de cele trei, iar unul dintre
puncte sa fie ortocentrul triunghiului format de celelalte trei puncte.

Presupunem prin absurd ca nu exista o astfel de configuratie ().
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Consideram punctele X si Y din planul dat, X rosu, iar Y verde. Fie
O un punct din plan astfel incat triunghiul XOY este dreptunghic isoscel,
cu 40 = 90°. Luam un reper in plan astfel incat X (—1,0) si Y'(0,1).

Fie punctele A(a,0) si B(0,a), a € R — {£1,0}.
Punctul Y este ortocentrul triunghiului AABX, ori-
care ar fi a € R — {£1,0}. Conform (), A si B
au culori diferite. Aceasta presupune ca toate seg-
mentele care au varfurile unul pe o axa, iar celalalt pe
cealalta axa si care sunt paralele cu a doua bisectoare,
au capetele colorate diferit.  (})

Fie punctele C'(c,0) si D(0, —c¢), ¢ # 0, ¢ # £a. Conform (*), ele sunt de
culori diferite, deoarece C' este ortocentrul triunghiului AABD, iar punctele
A si B au culori diferite. Modificand a, reiese ca toate segmentele care au
varfurile unul pe o axa, iar celalalt pe cealalta axa si care sunt paralele cu
prima bisectoare, au capetele colorate diferit. ({7)

Din (f) si () reiese ca orice patrat MNPQ, cu M(t,0), N(0,t),
P(—t,0) si Q(0,—t) are varfurile M si P de o culoare, iar N si () de aceeasi
culoare, opusa celei dintai. Aceasta arata ca, daca doua puncte de pe una
din axe sunt simetrice fata de O, atunci au aceeasi culoare. (11 7)

Distingem cazurile:

Caz 1. exista pe una din axe doua puncte
de culori diferite. Fie acestea A(0,x) si B(0,y),
0 # x # y # 0. Folosind (1t ), putem consi-
dera z > 0 si y > 0. Cautam punctele C(u,0)
si D(—u,0) astfel incat B este ortocentrul tri-
unghiului ACD. Cum AB 1 CD, aceasta este
echivalent cu BD 1 AC, sau ED 1 AD, unde
E este simetricul lui B fata de O, deci C' si D sunt intersectiile cercului de
diametru AE cu Ox. Cum C si D au aceeasi culoare, propozitia initiala
arata ca (*) este falsa, c.c.c.t.d.

Caz 1I1I: toate punctele de pe o axa au aceeasi culoare. Sa zicem ca toate
punctele de pe axa Ox sunt rosii si toate punctele de pe axa Oy sunt verzi;
culoarea punctului O nu ne intereseaza.

Fie doua puncte E(m,0) si F(0,n), m # n,
m si n nenule. Punctul E este rosu, iar F' este
verde. Analog constructiei axelor Ox si Oy aferen-
te punctelor X si Y considerate initial, vom con-
strui axele 0’2’ si Oy’ aferente punctelor E si F.
Originea noului sistem de axe este O’, O # O’, iar
axele celor doua sisteme nu sunt paralele.

Daca pe una dintre axele O'E si O'F exista puncte de culori diferite,
suntem in cazul precedent si demonstratia este terminati. In caz contrar,




punctele de pe O'E sunt rosii, iar cele de pe O'F sunt verzi. Fie atunci
{T} = Oy’ N Ox. Punctul T ar trebui sa fie si rosu si verde — imposibil.



