EXTREMELE UNEI SUME DE DISTANTE LA
VARFURILE UNUI POLIGON REGULAT
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Abstract. This note is a generalization of a problem submitted to the
2012 NMO and it studies the minimal and maximal values of the sum of
the distances from a point inside the circumcircle of a regular polygon to
its vertices
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La etapa finala a ONM 2012, Problema 2 de la clasa a X-a a avut
urmatorul enunt:

Fiea,b,ceC, cua+b+c=0 sila] =|b| = |c| =1. Demonstrati ca
3<|z—a|l+|z—=bl+|z—¢| <4, Vze€C culz| = 1.

Scopul acestui articol este generalizarea acestui rezultat, dupa cum
urmeaza:

Fie A1As... A, un poligon regulat inscris in cercul C(0,1). Pentru un
punct M din discul D(0, 1) definim suma S(M) = MA;+ MAs+...+ MA,,.
Atunci

2
min S(M) =n, maxS(M)=——.
sin 5~
Demonstratie. Fie z,aq,...,a, afixele punctelor M, Ay, ..., A,. Avem

n n n
S(M) = |z —al =) (@l |z —ar| =D |z-a% — 11.
k=1 k=1 k=1

Din inegalitatea triunghiulara a m_odulului, obtinem

zn:(za_k—l)‘:‘z-gak—n‘:k.o_m:n‘
k=1

k=1
Se observa ca S(0) = n, deci min S(M) = n.

S(M) >

1)Profeson Liceul Teoretic ,,Mihail Kogalniceanu”, Vaslui.
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Fie acum M (z) € D(0,1) si fie N(n) si P(p) intersectiile unei coarde ce
trece prin M cu cercul C(0,1).
Exista « € [0, 1] astfel incat z = an + (1 — «)p, deci:
n

S(M) :Z|a-n—|—(1—oz)p—ozak—(l—a)ak|
k=1

= Ja(n—ag) + (1 - a)(p — ax)l
h=1

< Z(a|n —ag| + (1 —a)lp —ag|)

k=1
=aS(N)+ (1 —a)S(P) <max(S(N),S(P)),

ceea ce aratd ca max S(M) = max S(N).
M Fie M(z) € C(0,1). Putem presupune ca M € A;A,.
0 Cazul 1. n=2m,cumeN, m > 2.

Fie a = AiOM si = Ay OM. Avem a+ 3 =
Amg - si MA +MA; = 2sin%—|—231n§. Din

m

concavitatea functiei sin pe [0,7‘(] rezulta ca M A +

A
MAy < 4sin T8 — g T

m
Analog obtinem relatiile

3 2m — 1
MAgy, + MAy < 4sin 25 MApio+ MApi < 4sin @m — Dm
) ) 4m 4m
s1 atuncl avem
1 3 2m — 1
Ls) gsm&mﬁtﬂm% -5
Dar 2S5 sin i cos 0—cos —7T+COS —7r—005 —7r+. ..7+cos w—
5 4m 4m 4m 4m 24’m
cos mﬂ:l—cosﬁzl, deci = ——— si obtinem S(M) < -
dm 2 2 sin — sin 3 -
n

Cazul 2. n=2m+ 1, cu m € N*.
Ca in cazul 1, avem S(M) — MA;10 = (MA) + MAy) + (MAgp11 +

. s . s
MA3)+...+(MAm+3—|—MAm+1)<4sm4m+2—i—4sm4m+2+...+
2m — 1
4sin M, adica S(M) < M A, 2 + 45, unde
4m + 2 ( )
2m — )7
S = 4 .+4
e T e T T T T
2 2m — 2
Dar 25’51n4m 5 = cosO—cos4 12—1- ‘+COS(:;1+2)7T_
2mmn 1 — cos mr 1 — sin T mr ) 1 — sin T
coS =1 -1 r_ _ 1 _
dm + 2 2m + 1 2 2m+1 4m +2’
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i
1 —sin
1 1
deci S’ = 47773 +2 _ = — =. Folosind si M A, 2 < 2, obtinem
2sin 2sin — 2
dm + 2 5 2n
S(M) <2+ ——2= =
sin — sin —
2n 2n
In ambele cazuri, avem egalitate daca M este mijlocul arcului A;As,
2
deci max S(M) = ——. O
sin —
2n

Observatia 1. Minimul sumei se atinge doar pentru M = O.

Intr-adevar, daca S(M) = n, atunci existd o, ag,...,qa, € [0,00)
astfel incat z-ag — 1 = oy - (2-@ — 1), Yk = 1,n. Prin insumare obtinem
—n = (a1 +...+a,0-(2-a—2). Cum oy =181 ag,...,a, = 0, avem

. . £ —ax n . .2 —ag
a1 +ag + ...+ ap # 0 si obtinem = , lar apoi =
’ ’ 0—aq o)+ ...ap 0 — ag

_ % vk =Tn.
ar+ ..oy

Deducem ca M € OAy, Vk =1,n, deci M = O.
Observatia 2. Maximul sumei se obtine doar cand M este mijlocul
unuia dintre arcele A1 As, @3, e @1.

Aceasta reiese din stricta concavitate a functiei sinus pe [0,7] si din
faptul ca M A,,,+2 = 2 doar cand M este diametral opus cu A,,42.

Observatia 3. Suma S(M) pentru M € C(0, 1) reprezinta perimetrul
poligonului convex ce se poate forma, conform generalizarii Teoremei lui Pom-
peiu, cu segmentele M Ay, ..., MA,.



