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Abstract. This note is a generalization of a problem submitted to the
2012 NMO and it studies the minimal and maximal values of the sum of
the distances from a point inside the circumcircle of a regular polygon to
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La etapa finală a ONM 2012, Problema 2 de la clasa a X-a a avut
următorul enunt,:

Fie a, b, c ∈ C, cu a+ b+ c = 0 s,i |a| = |b| = |c| = 1. Demonstrat,i că
3 � |z − a|+ |z − b|+ |z − c| � 4, ∀z ∈ C cu |z| = 1.

Scopul acestui articol este generalizarea acestui rezultat, după cum
urmează:

Fie A1A2 . . . An un poligon regulat ı̂nscris ı̂n cercul C(0, 1). Pentru un
punct M din discul D(0, 1) definim suma S(M) = MA1+MA2+ . . .+MAn.
Atunci

minS(M) = n, maxS(M) =
2

sin π
2n

.

Demonstrat,ie. Fie z, a1, . . . , an afixele punctelor M,A1, . . . , An. Avem

S(M) =

n∑
k=1

|z − ak| =
n∑

k=1

|ak| · |z − ak| =
n∑

k=1

|z · ak − 1|.
Din inegalitatea triunghiulară a modulului, obt,inem

S(M) �
∣∣∣ n∑
k=1

(zak − 1)
∣∣∣ = ∣∣∣z · n∑

k=1

ak − n
∣∣∣ = |z · 0− n| = n.

Se observă că S(0) = n, deci minS(M) = n.

1)Profesor, Liceul Teoretic ,,Mihail Kogălniceanu”, Vaslui.
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Fie acum M(z) ∈ D(0, 1) s,i fie N(n) s, i P (p) intersect, iile unei coarde ce
trece prin M cu cercul C(0, 1).

Există α ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât z = αn+ (1− α)p, deci:

S(M) =
n∑

k=1

|α · n+ (1− α)p − αak − (1− α)ak|

=

n∑
k=1

|α(n − ak) + (1− α)(p − ak)|

�
n∑

k=1

(α|n − ak|+ (1 − α)|p − ak|)
= αS(N) + (1− α)S(P ) � max(S(N), S(P )),

ceea ce arată că maxS(M) = maxS(N).

M

A A

� �

j i

Fie M(z) ∈ C(0, 1). Putem presupune că M ∈ .

(

A1A2.
Cazul 1. n = 2m, cu m ∈ N, m � 2.

Fie α = Â1OM s, i β = Â2OM . Avem α + β =

Â1OA2 =
π

m
s,i MA1 +MA2 = 2 sin

α

2
+ 2 sin

β

2
. Din

concavitatea funct,iei sin pe
[
0, π

]
rezultă că MA1 +

MA2 � 4 sin
α+ β

4
= 4 sin

π

4m
.

Analog obt, inem relat, iile

MA2m +MA3 � 4 sin
3π

4m
, . . . ,MAm+2 +MAm+1 � 4 sin

(2m− 1)π

4m
s,i atunci avem

1

4
· S(M) � sin

π

4m
+ sin

3π

4m
+ . . .+ sin

(2m− 1)π

4m
=: S.

Dar 2S sin
π

4m
= cos 0−cos

2π

4m
+cos

2π

4m
−cos

4π

4m
+. . .+cos

(2m− 2)π

4m
−

cos
2mπ

4m
= 1− cos

π

2
= 1, deci =

1

2 sin
π

4m

s, i obt,inem S(M) � 2

sin
π

2n

.

Cazul 2. n = 2m+ 1, cu m ∈ N∗.
Ca ı̂n cazul 1, avem S(M) −MAm+2 = (MA1 +MA2) + (MA2m+1 +

MA3) + . . . + (MAm+3 + MAm+1) � 4 sin
π

4m+ 2
+ 4 sin

3π

4m+ 2
+ . . . +

4 sin
(2m− 1)π

4m+ 2
, adică S(M) � MAm+2 + 4S′, unde

S′ = sin
π

4m+ 2
+ 4 sin

3π

4m+ 2
+ . . . + 4 sin

(2m− 1)π

4m+ 2
.

Dar 2S′ sin
π

4m+ 2
= cos 0 − cos

2π

4m+ 2
+ . . . + cos

(2m− 2)π

4m+ 2
−

cos
2mπ

4m+ 2
= 1 − cos

mπ

2m+ 1
= 1 − sin

(π
2
− mπ

2m+ 1

)
= 1 − sin

π

4m+ 2
,
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deci S′ =
1− sin

π

4m+ 2

2 sin
π

4m+ 2

=
1

2 sin
π

2n

− 1

2
. Folosind s,i MAm+2 � 2, obt,inem

S(M) � 2 +
2

sin
π

2n

− 2 =
2

sin
π

2n

.

În ambele cazuri, avem egalitate dacă M este mijlocul arcului

(

A1A2,

deci maxS(M) =
2

sin
π

2n

. �
Observat, ia 1. Minimul sumei se atinge doar pentru M = O.

Într-adevăr, dacă S(M) = n, atunci există α1, α2, . . . , αn ∈ [0,∞)
astfel ı̂ncât z · ak − 1 = αk · (z · a1 − 1), ∀k = 1, n. Prin ı̂nsumare obt,inem
−n = (α1 + . . . + αn0 · (z · a1 − 2). Cum α1 = 1 s, i α2, . . . , αn � 0, avem

α1 + α2 + . . . + αn �= 0 s,i obt, inem
z − a1
0− a1

=
n

α1 + . . . αn
, iar apoi

z − ak
0− ak

=

nαk

α1 + . . . αn
, ∀k = 1, n.

Deducem că M ∈ OAk, ∀k = 1, n, deci M = O.

Observat, ia 2. Maximul sumei se obt,ine doar când M este mijlocul

unuia dintre arcele

(
A1A2,

(
A2A3, . . . ,

(

AnA1.
Aceasta reiese din stricta concavitate a funct,iei sinus pe [0, π] s, i din

faptul că MAm+2 = 2 doar când M este diametral opus cu Am+2.

Observat, ia 3. Suma S(M) pentru M ∈ C(0, 1) reprezintă perimetrul
poligonului convex ce se poate forma, conform generalizării Teoremei lui Pom-
peiu, cu segmentele MA1, . . . ,MAn.
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1. Introducere. Tot, i cei implicat, i ı̂n matematica de concursuri (sau care,
pur s, i simplu, sunt interesat, i de ceva mai multă matematică decât se face
la s,coală) sunt familiarizat, i cu principiului cutiei (’pigeonhole principle’ ı̂n
literatura matematică ı̂n limba engleză), sau principiul lui Dirichlet cum mai
este el numit la noi: dacă n + 1 obiecte se repartizează ı̂n n cutii, atunci
măcar ı̂ntr-o cutie există mai mult de un obiect; sau, ı̂ntr-o formulare mai
savantă: dacă A are mai multe elemente decât B, nu există funct,ii injective
definite pe mult, imea finită A cu valori ı̂n mult, imea finită B.

1)Profesor, Colegiul Nat, ional ,,Gheorghe Ros,ca Codreanu”, Bârlad.


