PENTRU CERCURILE DE ELEVI

@) CONGRUENTA DE TRIUNGHIURI SI UNELE
INTREBARI
STELUTA MONEAY si ADRIANA DRAGOMIR?)

La etapa judeteana a Olimpiadei Nationale de Matematica din anul
2018 elevilor din clasa a VI-a le-a fost propusa spre rezolvare urmatoarea
problema:

P1. In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB < AC, AD este inaltime,
iar AE este bisectoare, unde D, E € BC'. In triunghiul ascutitunghic A'B'C’,
cu A'B' < A'C', A’D’ este indltime, iar A'E’ este bisectoare, unde D', E' €
B'C'". Se stie ca AB = A'B', AD = A'D' si AE = A'E’'. Demonstrati ca
triunghiurile ABC' si A’B'C" sunt congruente.

Avand in vedere punctajele obtinute, pentru multi concurenti, a fost o
problema abordabila. Cu toate acestea ne punem cateva intrebari interesante
legate de acest enunt si la care vom cauta raspuns la nivelul elevilor din clasa

a VI-a. Intrebarile la care dorim sa oferim raspuns sunt urmatoarele:

Q1: In enunt este specificat ca ambele triunghiuri sa fie ascutitunghice.
FEste esentiala acesta conditie?

Q2: Elementele care asigura congruenta sunt o laturd, o inaltime si o

bisectoare. Este esential sa porneasca din acelasi varf?
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Q3: Mai ramane valabila congruenta daca inlocuim combinatia inalti-
me-bisectoare cu o altd pereche de linii importante in triunghi?

Pentru inceput vom demonstra ca raspunsul la Q1 este afirmativ, adica
nu putem elimina conditia ca triunghiurile sa fie ascutitunghice. Pentru
aceasta vom considera un triunghi isoscel ABC' cu unghiul A avand 30°.

Fie AD inaltimea sa. Pe semidreapta BC|, dincolo de C alegem punctele
E, F,G astfel incat SCAE = 10°, SCAF = 20° si «CAG = 40°. Atunci AD
este inaltime atat in AABG cat siin AACF iar AFE este simultan bisectoare
in aceleasi triunghiuri. Cum AB = AC deducem ca triunghiurile ABG si
ACF respecta cele trei perechi de congruente din P1, dar evident nu sunt
triunghiuri congruente.

Raspunsul la Q2 este insa negativ, dupa cum se observa din enuntul
problemei urmatoare:

P2. In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB < AC, AD este inaltime,
D € BC, iar BE este bisectoare, F € AC. In triunghiul ascutitunghic
A'B'C', cu AB" < A'C', AD’ este inaltime, D' € B'C’', iar B'E' este
bisectoare, E' € A'C’. Se stie ca AB = A'B', AD = A'D’ si BE = B'E'.
Demonstrati ca triunghiurile ABC si A'B'C’ sunt congruente.

Rezolvare. Deoarece, conform cazului CI, AABD = AA'B'D’, obtinem
IB = 4B’ si «BAD = <B'A'D’'. Fie BENAD = {T} si BE'NA'D' =
{T"}. Cum <TBA = % si<T'B'A" = %, obtinem congruenta ATAB =
AT'A'B’ conform cazului ULU. Atunci TA = T'A’ si TB = T'B’, de unde
TE = T'E'. Avem si <SATB = qA'T'B’ de unde SATE = SA'T'FE'.
Aceste congruente conduc la ATAE = AT’ A'E’ conform cazului LUL. Drept
consecinta obtinem STAE = 4T'A'E’ si apoi <BAC = <B’A'C’. De aici
NABC = ANA’B’C’ conform cazului ULU. O

Raspunsul la Q3 este afirmativ pentru perechea inaltime-mediana si
este inclus in problema urmatoare.
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P3. In triunghiul ascutitunghic ABC, cu AB < AC, AD este inaltime,
iar AE este mediand, unde D, E € (BC). In triunghiul ascutitunghic A'B'C’,
cu A'B" < A'C", A'D’ este inaltime, iar A'E’ este mediand, unde D', E' €
(B'C"). Se stie ca AB = A'B, AD = A'D’ si AE = A'E’. Demonstrati cd
triunghiurile ABC si A'B'C" sunt congruente.

Rezolvare. Deoarece AABD = AA'B'D’, conform cazului CI obtinem
4B =<4B'si BD=B'D'.

Pe de alta parte, ADAE = AD'A'E’ (CI), de unde DE = D'E’. Sun-
tem condusi la BE = B'E’, de unde obtinem BC = B'C’. Atunci rezulta ca
ANABC = AA'B'C’, conform cazului LUL, ceea ce incheie demonstratia. 0O

La finalul acestei scurte lectii propunem cititorilor urmatoare problema:
rezultatul din P38 ramane valabil daca inlocuim inaltimea cu bisectoarea?





