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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

O CONGRUENT, Ă DE TRIUNGHIURI S, I UNELE

ÎNTREBĂRI

Stelut, a Monea
1) s,i Adriana Dragomir

2)

La etapa judet,eană a Olimpiadei Nat, ionale de Matematică din anul
2018 elevilor din clasa a VI-a le-a fost propusă spre rezolvare următoarea
problemă:

P1. În triunghiul ascut,itunghic ABC, cu AB < AC, AD este ı̂nălt,ime,

iar AE este bisectoare, unde D,E ∈ BC. În triunghiul ascut,itunghic A′B′C ′,
cu A′B′ < A′C ′, A′D′ este ı̂nălt,ime, iar A′E′ este bisectoare, unde D′, E′ ∈
B′C ′. Se s,tie că AB ≡ A′B′, AD ≡ A′D′ s,i AE ≡ A′E′. Demonstrat,i că
triunghiurile ABC s,i A′B′C ′ sunt congruente.

Având ı̂n vedere punctajele obt,inute, pentru mult,i concurent,i, a fost o
problemă abordabilă. Cu toate acestea ne punem câteva ı̂ntrebări interesante
legate de acest enunt, s,i la care vom căuta răspuns la nivelul elevilor din clasa

a VI-a. Întrebările la care dorim să oferim răspuns sunt următoarele:

Q1: În enunt, este specificat ca ambele triunghiuri să fie ascut,itunghice.
Este esent,ială acestă condit,ie?

Q2: Elementele care asigură congruent,a sunt o latură, o ı̂nălt,ime s,i o
bisectoare. Este esent,ial să pornească din acelas,i vârf?

1)Profesor, Colegiul Nat, ional ,,Decebal”, Deva.
2)Profesor, Liceul Bănăt,ean, Ot,elu Ros,u
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Q3: Mai rămâne valabilă congruent,a dacă ı̂nlocuim combinat,ia ı̂nălt,i-
me-bisectoare cu o altă pereche de linii importante ı̂n triunghi?

Pentru ı̂nceput vom demonstra că răspunsul la Q1 este afirmativ, adică
nu putem elimina condit, ia ca triunghiurile să fie ascut, itunghice. Pentru
aceasta vom considera un triunghi isoscel ABC cu unghiul A având 30◦.

A

B CD E GF

Fie AD ı̂nălt, imea sa. Pe semidreapta BC, dincolo de C alegem punctele
E,F,G astfel ı̂ncât �CAE = 10◦, �CAF = 20◦ s, i �CAG = 40◦. Atunci AD
este ı̂nălt, ime atât ı̂n �ABG cât s, i ı̂n �ACF iar AE este simultan bisectoare
ı̂n aceleas, i triunghiuri. Cum AB ≡ AC deducem că triunghiurile ABG s, i
ACF respectă cele trei perechi de congruent,e din P1, dar evident nu sunt
triunghiuri congruente.

Răspunsul la Q2 este ı̂nsă negativ, după cum se observă din enunt,ul
problemei următoare:

P2. În triunghiul ascut,itunghic ABC, cu AB < AC, AD este ı̂nălt,ime,

D ∈ BC, iar BE este bisectoare, E ∈ AC. În triunghiul ascut,itunghic
A′B′C ′, cu A′B′ < A′C ′, A′D′ este ı̂nălt,ime, D′ ∈ B′C ′, iar B′E′ este
bisectoare, E′ ∈ A′C ′. Se s,tie că AB ≡ A′B′, AD ≡ A′D′ s,i BE ≡ B′E′.
Demonstrat,i că triunghiurile ABC s,i A′B′C ′ sunt congruente.

A

B CD

E

A'

B' C'D'

E'

T T'

Rezolvare. Deoarece, conform cazului CI, �ABD ≡ �A′B′D′, obt,inem
�B ≡ �B′ s,i �BAD ≡ �B′A′D′. Fie BE ∩ AD = {T} s,i B′E′ ∩ A′D′ =
{T ′}. Cum �TBA = �B

2 s,i �T ′B′A′ = �B′
2 , obt,inem congruent,a �TAB ≡

�T ′A′B′ conform cazului ULU. Atunci TA ≡ T ′A′ s, i TB ≡ T ′B′, de unde
TE ≡ T ′E′. Avem s,i �ATB ≡ �A′T ′B′ de unde �ATE ≡ �A′T ′E′.
Aceste congruent,e conduc la�TAE ≡ �T ′A′E′ conform cazului LUL. Drept
consecint, ă obt, inem �TAE ≡ �T ′A′E′ s, i apoi �BAC ≡ �B′A′C ′. De aici
�ABC ≡ �A′B′C ′ conform cazului ULU. �

Răspunsul la Q3 este afirmativ pentru perechea ı̂nălt, ime-mediană s, i
este inclus ı̂n problema următoare.
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P3. În triunghiul ascut,itunghic ABC, cu AB < AC, AD este ı̂nălt,ime,

iar AE este mediană, unde D,E ∈ (BC). În triunghiul ascut,itunghic A′B′C ′,
cu A′B′ < A′C ′, A′D′ este ı̂nălt,ime, iar A′E′ este mediană, unde D′, E′ ∈
(B′C ′). Se s,tie că AB ≡ A′B, AD ≡ A′D′ s,i AE ≡ A′E′. Demonstrat,i că
triunghiurile ABC s,i A′B′C ′ sunt congruente.

A

B CD E

A'

B' C'D' E'

Rezolvare. Deoarece �ABD ≡ �A′B′D′, conform cazului CI obt,inem
�B ≡ �B′ s, i BD ≡ B′D′.

Pe de altă parte, �DAE ≡ �D′A′E′ (CI), de unde DE ≡ D′E′. Sun-
tem condus,i la BE ≡ B′E′, de unde obt, inem BC ≡ B′C ′. Atunci rezultă că
�ABC ≡ �A′B′C ′, conform cazului LUL, ceea ce ı̂ncheie demonstrat, ia. �

La finalul acestei scurte lect, ii propunem cititorilor următoare problemă:
rezultatul din P3 rămâne valabil dacă ı̂nlocuim ı̂nălt,imea cu bisectoarea?

METODE GEOMETRICE DE REZOLVARE A
PROBLEMELOR CU NUMERE COMPLEXE

Dragos, Monea
1)

Numerele complexe ocupă un loc important ı̂n programa de matema-
tică de liceu s, i ı̂n problemele competit, ionale din România. Începând cu
schimbările curriculare din perioada 1997-2000, a revenit ı̂n prim plan s, i
rolul acestor numere ı̂n rezolvarea unor probleme de geometrie. Cititorul
poate descoperi multe idei s, i strategii de rezolvare ı̂n excelentele monografii
[1] s, i [2].

Scopul acestei note este acela de a analiza s, i drumul invers, respectiv de
a pune ı̂n evident, ă exemple elocvente ı̂n care probleme cu numere complexe
având cont,inut algebric pot primi solut, ii geometrice. Exemplele pe care le
vom prezenta sunt preluate din Gazeta Matematică sau dintre problemele
propuse la diferitele etape ale Olimpiadei Nat, ionale de Matematică.

I. Rezultate utile.
Pentru ı̂nceput facem precizarea că pe tot parcursul acestui articol vom

nota cu O originea planului complex. De asemenea vom nota ε numărul

complex −1
2 +

√
3
2 i, adică rădăcina de ordinul 3 a unităt,ii. Se s,tie că ε3 = 1,

ε2 + ε+ 1 = 0 s, i ε = cos 2π
3 + i sin 2π

3 .

1)Student, Zurich.




