
S:L23.312. Fie n ∈ N, n � 2. Calculat,i
∫ n

1

{x}2 dx, unde {x} este partea

fract,ionară a numărului real x.
Florin Rotaru, Focs,ani

S:L23.314. Determinat,i a > 0 s,tiind că
∫ a

0

(a− x)2022

(a+ x)2024
dx =

1

2023
.

Cătălin Pană, Râmnicu Vâlcea

S:L23.315. Considerăm (S4, ·) grupul permutărilor de gradul patru.
a) Fie H un subgrup propriu al lui S4. Determinat,i numărul maxim de

elemente din H .
b) Fie M = {x ∈ S4 | x2 = e}. Demonstrat,i că M nu este subgrup al grupului

(S4, ·).
∗ ∗ ∗

S:L23.316. Rezolvat,i în grupul (S4, ·) ecuat,ia σ15 = e.
∗ ∗ ∗

S:L23.317. Calculat,i
∫ 2

1
2

arctgx

3x2 + x+ 3
dx.

Vasile Mircea Popa, Sibiu

S:L23.318. Fie (G, ·) un grup finit s, i a un element fixat din G. Dacă există o
funct, ie surjectivă f : G → G cu proprietatea că f(x3) = f(axa), pentru orice x ∈ G,
arătat,i că:

a) (G, ·) este grup abelian;
b) există un număr natural k astfel încât ord(G) = 2k.

Dumitru Crăciun

S:L23.319. Fie n ∈ N, n � 2 s, i (G, ·) un grup finit de ordin n. Arătat,i
că numărul n este prim dacă s, i numai dacă funct,iile fk : G → G, fk(x) = xk,
k ∈ {1, 2, 3, . . . , n− 1}, sunt automorfisme ale grupului (G, ·).

Mihai Piticari, Câmpulung Moldovenesc

S:L23.320. Fie funct, iile f, F : R → R∗, unde F este primitivă a lui f .
a) Dat,i exemplu de funct,ii f, F cu proprietatea că [f(x)] = [F (x)] = 0, pentru

orice x ∈ R.
b) Există funct, ii f, F astfel încât [f(x)] = [F (x)] = 1, pentru orice x ∈ R?

Emil Vasile, Ploies,ti

PROBLEME PENTRU EXAMENE NAT
,
IONALE1)

Clasa a VII-a

1. Rezolvat,i sistemul

⎧⎪⎨
⎪⎩

x+ y

2
− x− y

3
= 8

x+ y

3
+

x− y

4
= 11

, unde x, y ∈ R.

2. a) Dacă a = 1+ 7+ 72 + · · ·+72023, care este ultima cifră a numărului 6 · a+1?
b) Câte numere naturale dau câtul 2023 la împărt,irea cu 2024?

1) La problemele din această rubrică nu se primesc solut,ii. (N.R.)
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3. Determinat,i numerele ab, scrise în baza 10, cu a �= 0 s,i b �= 0, pentru care
numărul n = ab+ 2 · ba+ 3 · a+ 4 · b este pătrat perfect.

4. Fie ABCD un patrulater cu diagonalele congruente. Fie M , N , Q s,i P mijloacele
laturilor AB, BC, CD s,i DA. Arătat, i că MP ⊥ NQ.

5. Fie ABCD un paralelogram. În exteriorul său se construiesc triunghiurile echi-
laterale ABE, BCF , CDG s,i DHA.

a) Dacă G1 s,i G3 sunt centrele de greutate al triunghiurilor ABE s,i CDG, arătat, i
că AG1CG3 este paralelogram.

b) Arătat,i că centrele de greutate ale celor patru triunghiuri sunt vârfurile unui
paralelogram.

6. Arătat,i că un trapez cu diagonalele congruente este isoscel.

Clasa a VIII-a

7. Calculat, i 1002 − 992 + 982 − 972 + . . .+ 42 − 32 + 22 − 12.

8. Scriet,i numărul 10 ca un produs de două numere care apart,in mult,imii:
a) N; b) Z \ N; c) Q \ Z; d) R \Q.
9. Dacă A = {x ∈ R | |x− 2| � 3} s,i B =

{
x ∈ R | √x2 + 6x+ 9 � 2

}
, arătat, i că

suma elementelor mult,imii (A ∩B) ∩ Z este un număr natural cu exact 4 divizori.
10. Fie ABCDA′B′C′D′ un paralelipiped dreptunghic. Drumul cel mai scurt

(parcurs pe suprafat,a paralelipipedului) între C s,i A′ trece prin P ∈ (AD) s,i are lungimea
de 20 cm.

S, tiind că AP = 3 cm s,i
CP

A′C
=

3

4
, aflat, i volumul paralelipipedului.

11. Aflat,i raza bazei, înălt,imea s,i aria laterală a unui con circular drept pentru care
desfăs,urarea suprafet,ei laterale este un sector de disc cu unghiul de 120◦ s,i raza de 9 cm.

12. a) Într-un paralelipiped dreptunghic ABCDA′B′C′D′ considerăm trei fet,e care
au un punct comun. Arătat,i că, dacă aceste fet,e sunt dreptunghiuri congruente, atunci
paralelipipedul este cub.

b) Fie cubul ABCDA′B′C′D′, M simetricul punctului A fat,ă de punctul B, N
piciorul perpendicularei din C pe BD′ s,i P centrul pătratului ADD′A′. Arătat,i că punctele
M , N s,i P sunt coliniare.

Clasa a IX-a

13. Care sunt ecuat,iile de gradul al II-lea de forma x2+px+q = 0, în care coeficient,ii
reali p s,i q sunt chiar rădăcinile ecuat,iei date?

14. Determinat,i s,irul (an)n�1, cu an > 0, ∀n ∈ N∗ s,i

a1 + a2 + . . .+ an =
(a1 + an

2

)2

,∀n ∈ N∗.

15. Se consideră un triunghi ABC, cu lungimile laturilor AB = c, AC = b s,i
un punct D astfel încât

−−→
AD = b

−→
AB + c

−→
AC. Arătat,i că semidreapta AD este bisectoarea

unghiului BAC.

16. Rezolvat,i în mult,imea numerelor reale sistemul

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩
u+ v = 2

ux+ vy = 3

ux2 + vy2 = 5

ux3 + vy3 = 9

.

17. În trapezul ABCD, cu bazele AB s,i CD, se notează AC ∩ BD = {O} s,i
AD∩BC = {V }. Fie M mijlocul lui AB s,i N mijlocul lui CD. Arătat,i că punctele V , M ,
O s,i N sunt colinare.

13



18. Fie ABCD un patrulater s,i punctele M , N , P , Q astfel încât 2
−−→
MA = −−−→

MB,

2
−−→
NC = −−−→

NB, 2
−−→
PD = −−−→

PC s,i 2
−−→
QD = −−→

QA. Arătat,i că MP + QN � 1

3
(AB + BC +

2CD + 2AD).

Clasa a X-a

19. Arătat,i că (1 + i)m · (1− i)n , cu m,n ∈ N, este un număr real dacă s,i numai
dacă (m− n) este multiplu de 4.

20. În mult,imea numerelor complexe se consideră ecuat,iile (E1) : z3 + 8 = 0 s,i
(E2) : z3 − 3iz2 − 3z + 8 + i = 0.

a) Arătat,i că a este solut, ie a ecuat,iei (E2) dacă s,i numai dacă a − i este solut, ie a
ecuat, iei (E1).

b) Rezolvat,i ecuat,iile (E1) s,i (E2).
21. Fie z1 s,i z2 două numere complexe. S, tiind că |z1 + z2| =

√
5 s,i |z1| = |z2| = 1,

calculat, i |z1 − z2|.
22. Fie z1 s,i z2 două numere complexe nenule. Demonstrat,i că

|z1|+ |z2| � |z1 + z2|+ |z1 − z2|.
23. Fie numărul complex ε = −1

2
+ i

√
3

2
.

a) Arătat, i că ε2 + ε+ 1 = 0.

b) Rezolvat,i sistemul de ecuat, ii

⎧⎪⎨
⎪⎩
x+ y + z = 1

x+ εy + ε2z = 2

x+ ε2y + εz = 3

.

24. Determinat,i numerele complexe nenule z pentru care
(
z + 1

z

) ∈ R.

Clasa a XI-a

25. Se consideră numerele reale a, b, c.

a) Arătat, i că, dacă

∣∣∣∣∣∣
1 a+ b 2a− b
1 b+ c 2b− c
1 c+ a 2c− a

∣∣∣∣∣∣ = 0, atunci a = b = c.

b) Calculat, i determinantul Δ =

∣∣∣∣∣∣
1 a+ i 2− ai
1 b+ i 2− bi
1 c+ i 2− ci

∣∣∣∣∣∣, unde i2 = −1.

26. Dacă A ∈ Mn ( C) s,i detA = 2, iar det (3A) = 162, calculat, i det (5A).
27. În M2 (R) se consideră matricele

A =

(
1 2
0 1

)
, B =

(
1 3
0 1

)
, C =

(
2 1
0 0

)
, O2 =

(
0 0
0 0

)
.

a) Arătat, i că detA = detB .
b) Arătat,i că există o singură matrice X ∈ M2 (C) astfel încât X ·A = C.
c) Arătat,i că există o infinitate de perechi (m,n) de numere naturale nenule pentru

care Am = Bn.
d) Arătat,i că, dacă x, y, z sunt numere reale, atunci x ·A+ y ·B + z ·C = O2 dacă

s,i numai dacă x = y = z = 0.

28. Calculat, i lim
n→∞

1

n2

n∑
k=1

[kx], unde [a] este partea întreagă a numărului real a.

29. Calculat, i limitele:

a) lim
x→π/2

(1− sin x)(1− sin2 x) · . . . · (1− sinn x)

cos2n x

b) lim
x→0

1− cosx cos 2x · . . . · cosnx
x2

.
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