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O PROBLEMA DE CONCURS LEGATA DE CERCURILE
LUI TITEICA

ToN PATRASCUY si Minar MicurLiTa?

In aceasta lectie prezentim trei solutii ale unei probleme de concurs
si stabilim conexiuni intre aceasta problema si teorema , monedei de cinci
lei” a marelui geometru roman Gh. Titeica (1873 - 1939), de la a carui
nastere se implinesc anul acesta 150 de ani. Enuntul problemei lui Titeica
este urmatorul.

Lema monedei de 5 lei.”’) Trei cercuri congruente au un punct comun
H si se mai intersecteaza doua cate doua in punctele A, B, C. Atunci punctul
H este ortocentrul triunghiului ABC'.

Demonstratia lemei. Fie O, Oz, O3 cen-
trele cercurilor congruente date. Notam cu
A', B', C' intersectiile dreptelor HA, HB,
HC cu 0203, 0103, respectiv 0102. Cer-
curile fiind congruente, punctele A, B’, C’
sunt mijloacele segmentelor AH, BH respec-
tiv CH. Deoarece A’B’, B'C’, C' A’ sunt linii
mijlocii in triunghiul 01003, AH 1 0503
si 0205 || B'C’, iar B'C" || BC, avem c&
AH 1 BC, (1). Analog BH 1 AC, (2).
Relatiile (1) si (2) arata ca H este ortocentrul triunghiului ABC. O

3)

Problema pe care o vom analiza fost propusa de R.Jenodarov, pentru
etapa regionala a Olimpiadei de Matematica din Rusia, 2019.

Fie ABC un triunghi oarecare si punctele D, E pe laturile AB, respec-
tiv AC, astfel incat BD = BC = CE. Notam cu P intersectia dreptelor BE
si CD, iar cu I al doilea punct de intersectie a cercurilor circumscrise tri-
unghiurilor PDB si PCE. Aratati ca punctul I este centrul cercului inscris
in triunghiul ABC.

Solutia 1 (din brosura concursului). Vom arata
ca I — centrul cercului inscris triunghiului ABC — este
pe cercul circumscris triunghiului BPD. Cu alte cu-
vinte, aratam ca punctele B, D, P, I sunt conciclice.
Deoarece ipoteza este simetrica in raport cu B, D si
C, E, analog rezulta ca si punctele C, E, P, I sunt
conciclice si astfel concluzia este demonstrata.

1)Profesor, Craiova

2)Profesor, Oradea

3)Rezultatul a fost descoperit de Titeica pe cand era elev si, In timpul unui examen,
desena cercuri cu ajutorul unei monede de 5 lei
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Este suficient sa demonstram ca <BID = <BPD. Deoarece BC' = BD
si (BI este bisectoare, avem < BIC = <BID. Se stie ca «BIC = 90°+ A/2,
deci <BID =90° + A/2. Apoi, <BPD = <PBC + <PCB. Dar <EBC =
90° — C/2 si «PCB = 90° — B/2. Prin urmare,

4BPD =180° — B/2 — C/2 = 90° + A/2 = <BID.

Solutia 2 (Mihai Miculita). Fie I centrul cercu- A
lui circumscris triunghiului ABC, iar M = BI N PC,
N = CINPBsi K = PIN BC. Problema revine DINXE
acum la a arata ca I apartine cercurilor circumscrise ‘PCM
triunghiurilor PDB si PCE.

Din BD = BC si (BI bisectoarea (B obtinem B C
ca BM 1 PC, iar din CE = BC si (C1I bisectoarea
<C obtinem ca CN L PB. Relatiile precedente conduc la concluzia ca
PNIM si BOMN sunt patrulatere inscriptibile. De aici reiese ca <PIM =
SPNM = <BCD.

Dar BD = BC implica <{BCD = <CDB. Reiese <PIM = <CDB,
deci patrulaterul BIPD este inscriptibil, adica I se afla pe cercul PDB.
Analog, I apartine cercului circumscris triunghiului PCE.

Solutia 3 (Ion Patrascu). Vom demon-
stra ca al doilea punct de intersectie a cer-
curilor circumscrise triunghiurilor PBD si
PCE, notat cu I, este centrul cercului cir-
cumscris triunghiului ABC. Pentru aceasta
folosim lema monedei de 5 lei.

Relatia din ipoteza BD = BC = CE,
impreuna cu XBPD = <CPE = 180° —
X BPC conduce, cu ajutorul teoremei sinusu-
rilor aplicata in triunghiurile PBC, PCE si PBD la concluzia ca cercurile
circumscrise acestor triunghiuri sunt congruente. Aplicam lema si rezulta ca
punctul [ este ortocentrul triunghiului PBC, deci BI 1L PC si C1 L BP.
Deoarece triunghiurile CBD si BCE sunt isoscele, rezulta ca inaltimile BI
si C1 sunt bisectoarele unghiurilor ABC', respectiv AC'B, prin urmare I este
centrul cercului inscris in triunghiul ABC.




