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Fie n, p numere naturale, n, p � 2 s,i matricea A ∈ Mn(R) astfel ı̂ncât
Ap+1 = A.

a) Demonstrat,i că rang(A) + rang(In −Ap) = n.
b) Dacă, ı̂n plus, p este prim, atunci

rang(In −A) = rang(In −A2) = . . . = rang(In −Ap−1).

Solut,ie. Întrucât ecuat, ia xp+1 = x, p ∈ N, p � 2, nu are decât rădăcini
simple, matricea A este diagonalizabilă (adică matricea JA este o matrice
diagonală). Dacă r este numărul valorilor proprii nule, atunci rang(A) =
rang(JA) = n − r, iar rang(In − Ap) = r, deoarece orice valoare proprie
nenulă λ satisface condit, ia λp = 11.

Dacă p este număr prim, atunci λk �= 1 pentru orice k = 1, p− 1. Reiese
că

rang(In −A) = rang(In −A2) = . . . = rang(In −Ap−1) = n−m,
unde m este ordinul de multiplicitate al valorii proprii λ = 1.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

TREI SOLUT, II PENTRU PROBLEMA E:16475
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1) s, i Titu Zvonaru
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Multe probleme de matematică potae avea solut,ii diverse: unele mai
ingenioase, altele mai tehnice. Considerăm că urmărirea obt, inerii a cât mai
multe solut, ii trebuie să fie o activitate continuă a celui interesat de matema-
tică. Exemplificăm cu problema E:16475 din GM-B nr. 1/2023, propusă de
Ion Neat, ă, care următorul enunt,.

Fie triunghiul ascut,itunghic ABC, iar M mijlocul laturii AB. Pe pre-
lungirea lui MC se consideră punctul D astfel ı̂ncât C ∈ (MD). Dacă
�AMC = 60◦ s,i AB = 2CD, demonstrat,i că BC = AD.

La rezolvarea apărută ı̂n GM-B 6-7-8/2023 putem adăuga următoarele
solut, ii.
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Solut,ia 1. Perpendiculara ı̂n C pe MD se
intersectează cu paralela prin D la AB ı̂n punc-
tul P . Deoarece �CDP = �AMC = 60◦,
din triunghiul dreptunghic PCD deducem că
DP = 2CD = AB; atunci patrulaterul ABPD
este paralelogram. Paralela prin B la DM in-
tersectează pe PC ı̂n N s, i pe PD ı̂n Q. Din
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paralelogramul MBQD deducem că QD = MB = AB
2 . Cum DP = AB,

rezultă că punctul Q este mijlocul lui DP . Atunci s, i N este mijlocul lui PC.

În triunghiul BCP , ı̂nălt, imea BN este mediană, deci BC = BP = AD.
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Solut,ia 2. Fie C ′ simetricul lui C
fat, ă de M ; atunci patrulaterul AC ′BC
este paralelogram. Notăm cu E proiect, ia
punctului A pe C ′D. Din triunghiul drep-
tunghic AME obt,inem ME = AM

2 =
AB
4 . Rezultă că C ′E = C ′M + ME =

CM + AB
4 , DE = DC + CM − ME =

AB
2 +CM− AB

4 = CM+ AB
4 . Deducem că triunghiul AC ′D este isoscel, deci

BC = AC ′ = AD.

Solut,ia 3 (cu calcule; chiar dacă este mai put,in spectaculoasă, are avan-
tajul că ,,merge direct la t, intă”). Cu notat, iile uzuale ı̂n triunghi avem

b2 = m2
c +

c2

4
− 2cmc cos 60

◦, m2
c =

2(a2 + b2)− c2

4
deci cmc = a2 − b2 s, i

AD2 =
c2

4
+
(
mc +

c

2

)2 − c

2

(
mc +

c

2

)
=

c2

4
+

2a2 + 2b2 − c2

4
+

c2

4
+

a2 − b2

2
− c2

4
= a2.

EXAMENE S, I CONCURSURI

OLIMPIADA NAT, IONALĂ DE MATEMATICĂ 2023

Etapa Nat, ională. 11 aprilie 2023 (continuare din nr, 9/2023)

prezentare de Mihail Bălună,1) s,i Marius Perianu,2)

Clasa a VII–a

1. Pentru n număr natural definim
an =

{√
n
}− {√

n+ 1
}
+
{√

n+ 2
}− {√

n+ 3
}
.

a) Arătat, i că a1 > 0,2.
b) Arătat, i că an < 0, pentru o infinitate de valori ale lui n s, i an >

0, pentru o infinitate de valori ale lui n. (Notat, ia {x} reprezintă partea
fract, ionară a numărului real x.)

Andrei Bâra, Bucures,ti

Solut,ie. a) a1 = 0−{√2}+ {√3}+0 =
√
3− 1− (

√
2− 1) =

√
3−√

2.

Cum
√
3 > 1,7 s,i

√
2 < 1,5, rezultă cerint,a.
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