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SERIA B

PUBLICAT, IE LUNARĂ PENTRU TINERET
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Abstract. This article presents three generalisations of a recent geometry
problem from this journal
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În această notă matematică vom prezenta trei generalizări ale proble-
mei E:16224 din Gazeta Matematică seria B nr. 3/2022, propusă de Ionel
Tudor. Enunt,ul problemei este următorul:

În triunghiul ABC, dreptunghic ı̂n A, construim ı̂nălt,imea AD, cu D ∈
BC. Fie E intersect,ia bisectoarelor unghiurilor ABC s,i BAD, F intersect,ia
bisectoarelor unghiurilor ACB s,i CAD s,i I intersect,ia dreptelor BE s,i CF .
Arătat,i că dreptele AI s,i EF sunt perpendiculare.
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Generalizarea 1.
Considerăm un triunghi ABC s,i punc-

tele D1, D2 pe segmentul BC astfel ı̂ncât�BAC este cel mai mare unghi al triunghiu-
lui, �CAD1 ≡ �ABC s,i �BAD2 ≡ �ACB.
Fie punctele E, F s, i I centrele cercurilor
ı̂nscrise ı̂n triunghiurile ABD1, ACD2, re-
spectiv ABC. Atunci dreptele AI s,i EF sunt
perpendiculare.

Demonstrat,ie. Fie {M} = AE ∩BC s, i {N} = AF ∩BC.
Avem �AMC = �ABC + �BAM = �CAD1 + �D1AM = �CAM .

Astfel, triunghiul CAM este isoscel (CA = CM). În triunghiul CAM isoscel,
bisectoarea CF este s, i ı̂nălt, ime, deci CF ⊥ AE. Analog BE ⊥ AF .
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Prin urmare punctul I este ortocentrul triunghiului AEF , deci AI ⊥
EF .

Observat, ie. Dacă �BAC = 90◦ atunci punctele D1 s, iD2 sunt identice
cu punctul D, unde AD ⊥ BC, D ∈ BC s,i obt,inem problema E: 16224.

Generalizarea 2.
Fie ABC un triunghi. Cercul care trece prin punctele A s, i B s, i este

tangent la dreapta AC s,i cercul care trece prin punctele A s, i C s,i este tangent
la dreapta AB se taie a doua oară ı̂n punctul D. Dreapta DC intersectează
dreapta AB ı̂n punctul B′ s, i dreaptaBD intersectează dreapta AC ı̂n punctul
C ′. Fie E intersect, ia bisectoarelor unghiurilor AB′C s,i BAD, F intersect, ia
bisectoarelor unghiurilor AC ′B s, i CAD s, i I intersect, ia dreptelor B′E s, i C ′F .
Atunci dreptele AI s, i EF sunt perpendiculare.
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Demonstrat,ie. Fie {M} = AE ∩BD s, i {N} = AF ∩ CD.
Avem �ABD ≡ �CAD, �ACD ≡ �BAD s, i �ADB ≡ �ADC =

180◦ − �BAC.
Din �AMC ′ = �ABD + �BAM = �CAD + �DAM = �C ′AM

rezultă că triunghiul C ′AM este isoscel, deci bisectoarea C ′F este s, i ı̂nălt, ime,
deci C ′F ⊥ AE. Analog B′E ⊥ AF . Prin urmare, ı̂n triunghiul AEF , I este
ortocentru, deci AI ⊥ EF .

Observat, ie. Dacă �BAC = 90◦ atunci AD ⊥ BC, D ∈ BC, B′ = B,
C ′ = C s, i obt,inem problema E: 16224.

A

B C

E
F

IK

L

D

Generalizarea 3.
Fie ABC un triunghi. Cercul care trece

prin punctele A s, i B s, i este tangent la dreapta
AC s,i cercul care trece prin punctele A s, i C s, i
este tangent la dreapta AB se taie a doua oară
ı̂n punctul D. Fie punctele E, F s, i I centrele
cercurilor ı̂nscrise ı̂n triunghiurile ABD, ACD,
respectiv ABC. Atunci dreptele AI s, i EF sunt
perpendiculare.

Demonstrat,ie. Fie {K} = EF∩AB s, i {L} = EF∩AC. Avem �ABD ≡�CAD, �ACD ≡ �BAD s, i �ADB ≡ �ADC = 180◦ − �BAC.
Deci �DBA ∼ �DAC. Prin urmare există o asemănare (similitu-

dine plană) S = Hk
D ◦ Rπ−A

D unde k = AB
AC s, i A = �BAC, care trans-

formă triunghiul DAC ı̂n triunghiul DBA. Cum centrele cercurilor ı̂nscrise
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se corespund prin S, avem S(F ) = E. Rezultă că triunghiul DEF este
asemenea cu triunghiurile DAC s, i DBA. Din �DEF ∼ �DBA rezultă�DEF ≡ �DBA. Prin urmare, patrulaterul BDEK este inscriptibil s,i deci�AKL ≡ �BDE. Analog �ALK ≡ �CDF . Dar �BDE ≡ �CDF =
90◦ − 1

2�BAC. Deci �AKL ≡ �ALK, adică �AKL este isoscel. Prin ur-
mare, bisectoarea AI a �BAC este s,i ı̂nălt, ime ı̂n triunghiul isoscel AKL, de
unde rezultă concluzia AI ⊥ EF .

Observat, ie. Dacă �BAC = 90◦ atunci D ∈ BC, AD ⊥ BC s, i
obt, inem problema E: 16224.
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Abstract. In this article we explore the solutions of three distinct pro-
blems, seeking a pattern regarding the consideration of maximal intervals
and also reveal unexpected behaviours of continuous functions.
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În acest articol vom prezenta o tehnică comună prezentă ı̂n rezolvarea
unor probleme de analiză matematică. Baza fiecărei solut,ii este conside-
rarea unor intervale maximale pe care o proprietate P are loc, după care
se generează subintervale incluse in intervalul init,ial, subintervale pe care
proprietăt, i auxiliare au loc.

O altă idee utilizată este tranzit, ia de la proprietăt,i care au loc ı̂n
puncte izolate la proprietăt,i care au loc pe intervale. Aceasta ultimă idee
este sust,inută de

Lema 1. Fie f , g două funct,ii reale definite pe un interval J , continue
ı̂n x0 ∈ J s,i cu proprietatea că f(x0) > g(x0). Atunci există un interval
nedegenerat I ⊂ J astfel ı̂ncât f(x) > g(x),∀x ∈ I.

Demonstrat,ie. Ca urmare a continuităt, ii funct,iilor, există intervalele
nedegenerate I1 ⊂ J s, i I2 ⊂ J astfel ı̂ncât f(x) > 1

2(f(x0) + g(x0)),∀x ∈ I1,

respectiv g(x) < 1
2(f(x0)+g(x0)),∀x ∈ I2. Intervalul I = I1∩I2 ı̂ndeplines,te

condit, ia cerută.

1. O funct, ie ale cărei derivate se anulează la infinit

Fie f : R → R o funct,ie derivabilă de t ori (t ∈ N∗) cu proprietăt,ile:

lim
x→∞ f(x) = l ∈ R, lim

x→∞ f (t)(x) = 0.

Arătat,i că lim
x→∞ f (k)(x) = 0, pentru orice k ∈ {1, 2, . . . , t}. (ONM 2021)
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