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In aceastd notid matematicd vom prezenta trei generalizari ale proble-
mei E:16224 din Gazeta Matematica seria B nr. 3/2022, propusa de Ionel
Tudor. Enuntul problemei este urmatorul:

In triunghiul ABC', dreptunghic in A, construim inaltimea AD, cu D €
BC. Fie E intersectia bisectoarelor unghiurilor ABC si BAD, F' intersectia
bisectoarelor unghiurilor ACB si CAD si I intersectia dreptelor BE si CF.
Aratati ca dreptele AI si EF sunt perpendiculare.

Generalizarea 1.

Consideram un triunghi ABC' si punc-
tele D1, Do pe segmentul BC' astfel incat
I BAC este cel mai mare unghi al triunghiu-
lui, ¥CAD = ¥ABC si «BADy = SACB.
Fie punctele E, F' si I centrele cercurilor
inscrise in triunghiurile ABDy, ACDy, re-
spectiv ABC. Atunci dreptele Al si EF sunt
perpendiculare.

Demonstratie. Fie {M} =AENBC si {N} = AFnBC.

Avem SAMC = 4ABC + <BAM = <CAD; + <D1AM = <CAM.
Astfel, triunghiul C AM este isoscel (CA = C'M). In triunghiul C AM isoscel,
bisectoarea C'F' este si Inaltime, deci CF' L AE. Analog BE | AF.

1)Profesor, Scoala Gimnaziala ,,V. Alecsandri®, Mircesti, lasi
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Prin urmare punctul I este ortocentrul triunghiului AEF, deci AI L
EF.

Observatie. Daca < BAC = 90° atunci punctele Dy si Do sunt identice
cu punctul D, unde AD 1 BC, D € BC si obtinem problema E: 16224.

Generalizarea 2.

Fie ABC un triunghi. Cercul care trece prin punctele A si B si este
tangent la dreapta AC si cercul care trece prin punctele A si C'si este tangent
la dreapta AB se taie a doua oara in punctul D. Dreapta DC intersecteaza
dreapta AB in punctul B’ si dreapta BD intersecteaza dreapta AC' in punctul
C'. Fie E intersectia bisectoarelor unghiurilor AB'C' si BAD, F intersectia
bisectoarelor unghiurilor AC’'B si CAD si I intersectia dreptelor B'E si C'F.
Atunci dreptele Al si E'F sunt perpendiculare.
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Demonstratie. Fie {M} = AENBD si {N} = AF N CD.

Avem ¥ABD = 4CAD, <ACD = 4BAD si ¥ADB = 4ADC =
180° — «xBAC.

Din SAMC" = ¥ABD + <BAM = 4CAD + <DAM = 4C'AM
rezultd ca triunghiul C’AM este isoscel, deci bisectoarea C'F este si inaltime,
deci C'F | AE. Analog B'E | AF. Prin urmare, in triunghiul AEF', I este
ortocentru, deci AI 1. EF.

Observatie. Dacd < BAC = 90° atunci AD | BC, D € BC, B' = B,
C’ = C si obtinem problema E: 16224.

Generalizarea 3.

Fie ABC' un triunghi. Cercul care trece
prin punctele A si B si este tangent la dreapta
AC si cercul care trece prin punctele A si C' si
este tangent la dreapta AB se taie a doua oara
in punctul D. Fie punctele E, F' si I centrele
cercurilor Inscrise in triunghiurile ABD, ACD,
respectiv ABC'. Atunci dreptele Al si EF sunt
perpendiculare.

Demonstratie. Fie {K} = EFNABsi{L} = EFNAC. Avem <ABD =
JCAD, vACD = <BAD si ¥ADB = 4ADC = 180° — < BAC.

Deci ADBA ~ ADAC. Prin urmare existd o asemanare (similitu-
dine pland) S = HY o Rg*A unde k£ = ﬁ—g si A = g<BAC, care trans-
forma triunghiul DAC in triunghiul DBA. Cum centrele cercurilor inscrise
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se corespund prin S, avem S(F) = E. Rezultd ca triunghiul DEF este
asemenea cu triunghiurile DAC si DBA. Din ADEF ~ ADBA rezulta
<DEF = 4 DBA. Prin urmare, patrulaterul BDEK este inscriptibil si deci
JAKL = <BDE. Analog ALK = 4CDF. Dar ¥BDE = 9CDF =
90° — %{BAC’. Deci SAKL = ALK, adica AAK L este isoscel. Prin ur-
mare, bisectoarea Al a xBAC este si inaltime in triunghiul isoscel AK L, de
unde rezulta concluzia AI 1 EF.

Observatie. Daca ¥BAC = 90° atunci D € BC, AD 1 BC si
obtinem problema E: 16224.



