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Abstract. The aim of this note is to present, using the Riemann integral,
some results involving the limit of some convergent sequences.
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In unul dintre numerele recente ale revistei The College Mathematics
Journal [7] a fost propusa spre rezolvare urmatoarea problema.

Problema 1. Fie (ap)n>1 un sir de numere reale convergent la a € R
st k,l € N* astfel incat k < 1. Calculat

A —
lim< I k’").

nsoo\nk+1 nk+2 nk+3 nl

Un caz particular al acestei probleme il gasim in [8]. Ideea care sta la
baza acestui enunt nu este noua si ne duce cu gandul la o problema inrudita,
data la faza judeteana a ONM 2001 [6], al carei enunt este urmatorul.

Problema 2. Demonstrati ca exista un sir de numere (ap)n>1 pentru
care ap € {0,1} st

. a a2 as an, 1

1 ===

n1—>H<§0<n+1+n+2+n+3+ +2n) 2
Articolul [4] ne aratd care este motivul pentru care limita ceruta la

Problema 1 este aln é Tot acolo descoperim si de ce in enuntul Problemei 2
valoarea 3 putea fi inlocuitd cu orice element din intervalul [0, In 2].
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Cum

li ! + = + ! +...+ ! / L d

im =)= —dz
nsoo\n+1 n+2 n+3 2n o 1+z

este firesc ca aceasta idee sa poata fi abordata si prin intermediul calculului
integral. Acest lucru s-a realizat inclusiv la nivel superior, cum ar fi in [1].

Rezultatul pe care dorim sa il readucem in atentia cititorilor este insa cel
datorat lui Trif [5] si pe care il reluam in continuare.

Teorema 3. (TRIF) Fie f:[0,1] = R o functie derivabild, cu derivata
marginita pe [0,1]. Notam I = fol f(z)dx. Atunci, pentru orice numar u
situat intre 0 si I existd un sir (an)n>1 pentru care a, € {0,1} si

1 k
tim S as () =
1

Pentru f(z) = t— si u = 3 obtinem, ca un caz particular, Problema 2.
“+x 5 2 ¥ ) )

Pornind de la cele descrise anterior, vom prezenta o forma mai generala

a Teoremei 3 si vom demonstra ca rezultatul ramane valabil si pentru o clasa

mai larga de functii: clasa functiilor continue. Pentru aceasta vom face apel

la Teorema de aproximare a lui Weierstrass (de exemplu, [4]), pe care o

reamintim.

Teorema 4. (WEIERSTRASS) Daca f : [a,b] — R este o functie con-
tinud, atunci ezista un sir de polinoame (Py,)n>1 uniform convergent la f.

Pentru a completa demersul nostru avem nevoie de un set de rezultate
preliminare pe care le prezentam in continuare, insotite de demonstratiile
corespunzatoare.

Un sir (an)n>1 de numere reale cu proprietatea ca exista a € R astfel
incat

. oart+ax+...+ay
lim =a
n—00 n
se numeste Cesdro-convergent. Este usor de verificat ca orice sir convergent
este si Cesdro-convergent. Reciproca nu este valabila, sirul (—1)" fiind un
contraexemplu in acest sens.
In cele ce urmeaza, fie s € [1,00).Vom spune ca un sir de numere reale

(an)n>1 este s—Cesdro-convergent daca exista a € R astfel incat

. ar+ag+...+ay
lim =a

n—o00 ns

Cu acest cadru general fixat, vom demonstra cateva leme.

Lema 5. Fie s € [1,00) si (an)n>1 un sir de numere reale s— Cesdro-
convergent la a € R. Atunci, pentru orice p € N avem
1 n
lim Zakkp -
n—o0 nP+s P p+s
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n n
Demonstratie. Vom calcula lim (1> ag/n® — Y aik?/nP™*) folosind
OO k=1 k=1
Lema Cesédro-Stolz. Obtinem

n+1 n+1 n n
(n+1)P 37 ap — > aph?) — —(nP 30 ar — > agk?)
lim k=1 k=1 k=1 k=1 _
n—00 (n + 1)p+s — ppts

n

((n+1)P —nP) 37 ax > ak

o e B (n+1P—nP) o k=1
n— 00 (n + 1)p+s _ ppts N—300 (TL + 1)p+s _ ppts ns
141y —1 141y —1 1
=a lim %:alim( "1) - lim 1"+s = ap.
n—00 (1 + E)p -1 n—00 - n—00 (1 + ﬁ)p -1 p+s
n
De aici obtinem T}LH;O # k21 apk? = a — z% = 1%’ ceea ce trebuia

demonstrat. O

Lema 6. Fie s € [1,00) i (an)n>1 un sir de numere reale s—Cesdro-
convergent la a € R. Fie g : [0, 1] — R o functie polinomiala. Atunci

Demonstratie. Daca gradul lui g este p € N, atunci exista numerele reale
bo, b1, ..., by astfel incat g(x) = bo + byz + ... + byzP, pentru orice z € [0, 1].
In continuare aplicam lema anterioara si obtinem

i > )—J%;Z%Zb (5)

P

p
:Zb] naoonﬂ"’szakk —Zb

Jj= Jj=0

1 1
= saz bj/ 5T ldE = sa/ 25t Z bzl dr = sa/ g(z)dx,
=0 70 0 =0 0

ceea ce trebuia demonstrat.

|

In continuare, putem prezenta rezultatele principale ale acestei note.
Teorema 7 reprezintd o generalizare in cazul real a Teoremei 2 din [1], iar
Teorema 9 este o generalizare a Teoremei lui Trif din [5].

Teorema 7. Fie s € [1,00) i (ap)n>1 un sir de numere reale s— Ce-
sdaro-convergent la a € R, astfel incat exista M > 0 pentru care

|a1| + |CL2| + ...+ |an|

ns

< M, pentru orice n € N*.
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Fie f:[0,1] = R o functie continud. Atunci

1
lim —SZakf< ) —sa/ 25 f (z)da
n—oo n 0

Demonstratie. Fie ¢ > 0. Teorema 4 ne asigura ca exista o functie
polinomiala g : [0, 1] — R astfel incat |f(z) — g(:c)| < 357, Vo € [0,1]. Atunci

st () o] <[ S () i B ()

+\ Zakg <—>—5a/1 g ) da + sa/01x51f(x)dx—sa/01 2 g(a)da

<%m<s>—g<z>\+1giaw<§>—sa/;ws-lgwmstw-
k=1 k=1

)id € 1< k Lo d €
|f x)|dr < M—F‘Ekglakg | —sa ; *g(x) :c‘+|a|~3—M
Conform Lemei 6, exista ng € N astfel incat

1< k o €
‘— g akg(—> - sa/ x® g(x)dx‘ <=,
ns Pt n 0 3

pentru orice n > ng. Ipoteza conduce si la relatia |a| < M si atunci obtinem

1< k L e € ¢
‘ﬁ akf(g)—sa/ox f(x)dx‘<§—|—§+§—5

k=

H

Cum ¢ a fost ales arbitrar, deducem concluzia. O

Corolarul 8. Fie (a,)n>1 un sir de numere reale convergent la a € R.
Fie f:[0,1] = R o functie continud. Atunci

2 (E) o s

Demonstratie. Lema Cesaro-Stolz ne arata ca orice sir convergent la
a este si Cesdro-convergent la acelasi numar. Pe de alta parte, orice sir
convergent este marginit, deci exista M > 0 astfel incat |a,| < M, pentru

n

orice n > 1. Atunci = 3 |ag| < M, deci sirul (an),>1 satisface ipotezele
k=1

Teoremei 8 in cazul s = 1. Obtinem atunci concluzia ca o consecinta a acestei

teoreme. O
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Teorema 9. Fie f :[0,1] — R o functie continua si I = fo t)dt.
Atunci, pentru orice ¢ € Z si orice L situat in intervalul inchis del@mztat de
ql si (q+ 1)1, exista un sir (an)n>1 astfel incat a, € {q,q + 1} si

R k
Jm 5 2 akf (7) ==L

Demonstratie. Daca L este un numar ca in enunt atunci exista a € [0, 1]
astfel incat L = (1 — a)ql + o(q + 1)I = (¢+ a)I. In continuare consideram
sirul (ay, )n>1 definit, pentru orice n > 1, prin a,, = [(n+1)(¢+a)]—[n(g+a)].
Atunci

ap, =[(n+1)g+ (n+1)a] — [ng + naj
=(n+1)g+[(n+1)a] —ng—[na] = ¢+ [(n+1)a] — [nal.

Cum « € [0,1] si (n+1)a—na = a deducem ca [(n+1)a]—[na] € {0,1},

ceea ce conduce la concluzia an € {q,q+1}.

Apoi 1/n Z ar = 1/n Z ([(k+1)(g+a)]=[k(g+a)]) = 1/n([(n+1)(¢+
a)l =g+ al). Deoarece (n+1)(q+%) —1<[(n+)(¢g+a)] < (n+1)(¢+a),

criteriul clestelui conduce la lim > a,/n = ¢ + «, deci sirul (a,)n>1 este

Cesaro-convergent la ¢ + . In plus, daci consideram M > max{|q|, |¢ + 1|},

n

avem si Y |ax|/n < M. Atunci sirul (a,)n,>1 verifica ipotezele Teoremei 7
k=1

in cazul s = 1. Aceeasi teorema ne conduce la

1 k !
Jim ];akfﬁ) =(¢+a) /0 f()dt =
ceea ce incheie demonstratia. O

In continuare vom obtine solutii ale Problemelor 1 si 2 ca o consecinta a
rezultatelor precedente. Intr-adevar, daca consideram functia f : [0,1] - R
f(z) = £ vom avea fol f(z)dx = In 2. Deoarece

14z
aq a9 as an _ 1 ( )
ntl ny2 ny3z T Z’“f
concuzia Problemei 2 este o consecinta a Teoremei 9 111 cazul ¢ = 0.

Pe de alta parte, consideram un sir (ay),>1 de numere reale convergent
la a € Rsik,l € N* astfel incat £ < [. Fie functia f : [0,1] — R, f(z) =

i Atund [§ f(z)dz = In(1/k). Acum
al a9 a,3 a(lfn)n B
nk+1 +nk—|—2 +nk—|—3 Tt nl
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ceea ce arata ca sirul din enunt este un subsir al sirului definit de Corolarul
8. Atunci obtinem

. ay a as A(1—n)n ! l
1 L —
nL‘Eo(nk+1+nk+2+nk+3+ R ) “/0 fl@) =aln,

adica rezultatul mentionat la inceputul acestui articol.

In incheiere vom prezenta o noua solutie pentru o versiune mai gene-
rala a unei probleme propuse la etapa judeteana a Olimpiadei Nationale de
Matematica 2022 [9] la clasa a XI-a. Unele aspecte pe aceasta tema sunt
abordate si in [3].

n

Problema 10. Fie sirul (xy,)n,>1 definit prin xy > 0 $i Tpy1 = Lo

k=1 ek
pentru orice n > 1. Demonstrati ca lim z, = 0.
Demonstratie. Inductia ne conTaTl(é% la concluzia x, > 0, pentru orice
n > 1. Notam y, = = Z xk. Atunci obtinem y,4+; — = %nil T —
1 n
- Z T = - n+1) (nTpi1 — >, x) = n—H(an - = Z zr) < 0 conform

k=1
ipotezeL Deducem ca sirul (y,)n>1 este descrescator, dem si convergent,

deoarece este un sir format cu numere pozitive. Fie y limita sa. In consecinta,

n

sirul (zp)p>1 este Cesdro-convergent la y. Apoi L > |z,| = y, < y1, deci
=1

putem aplica Corolarul 8. Obtinem

n n

Tk .1 Tk
hm Tp+1 = lim n = lim — r=yln2
Hookzln—f— nﬁoonkzll_%E
n
Dar y = hm Yn = lim E Y xp = lim xp41 = yIn2, de unde y = 0,
n—oo

ceea ce conduce apoi la concluzia problemei.
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