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În unul dintre numerele recente ale revistei The College Mathematics
Journal [7] a fost propusă spre rezolvare următoarea problemă.

Problema 1. Fie (an)n�1 un s,ir de numere reale convergent la a ∈ R
s,i k, l ∈ N∗ astfel ı̂ncât k < l. Calculat,i

lim
n→∞

(
a1

nk + 1
+

a2
nk + 2

+
a3

nk + 3
+ . . .+

a(l−k)n

nl

)
.

Un caz particular al acestei probleme ı̂l găsim ı̂n [8]. Ideea care stă la
baza acestui enunt, nu este nouă s,i ne duce cu gândul la o problemă ı̂nrudită,
dată la faza judet,eană a ONM 2001 [6], al cărei enunt, este următorul.

Problema 2. Demonstrat,i că există un s,ir de numere (an)n�1 pentru
care an ∈ {0, 1} s,i

lim
n→∞

(
a1

n+ 1
+

a2
n+ 2

+
a3

n+ 3
+ . . .+

an
2n

)
=

1

2
.

Articolul [4] ne arată care este motivul pentru care limita cerută la
Problema 1 este a ln l

k . Tot acolo descoperim s,i de ce ı̂n enunt,ul Problemei 2

valoarea 1
2 putea fi ı̂nlocuită cu orice element din intervalul [0, ln 2].
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Cum

lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
+

1

n+ 3
+ . . .+

1

2n

)
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx,

este firesc ca această idee să poată fi abordată s, i prin intermediul calculului
integral. Acest lucru s-a realizat ı̂nclusiv la nivel superior, cum ar fi ı̂n [1].
Rezultatul pe care dorim să ı̂l readucem ı̂n atent, ia cititorilor este ı̂nsă cel
datorat lui Trif [5] s,i pe care ı̂l reluăm ı̂n continuare.

Teorema 3. (Trif) Fie f : [0, 1] → R o funct,ie derivabilă, cu derivata

mărginită pe [0, 1]. Notăm I =
∫ 1
0 f(x)dx. Atunci, pentru orice număr u

situat ı̂ntre 0 s,i I există un s,ir (an)n�1 pentru care an ∈ {0, 1} s,i

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akf

(
k

n

)
= u.

Pentru f(x) = 1
1+x s,i u = 1

2 obt,inem, ca un caz particular, Problema 2.
Pornind de la cele descrise anterior, vom prezenta o formă mai generală

a Teoremei 3 s, i vom demonstra că rezultatul rămâne valabil s, i pentru o clasă
mai largă de funct,ii: clasa funct,iilor continue. Pentru aceasta vom face apel
la Teorema de aproximare a lui Weierstrass (de exemplu, [4]), pe care o
reamintim.

Teorema 4. (Weierstrass) Dacă f : [a, b] → R este o funct,ie con-
tinuă, atunci există un s,ir de polinoame (Pn)n�1 uniform convergent la f .

Pentru a completa demersul nostru avem nevoie de un set de rezultate
preliminare pe care le prezentăm ı̂n continuare, ı̂nsot,ite de demonstrat,iile
corespunzătoare.

Un s, ir (an)n�1 de numere reale cu proprietatea că există a ∈ R astfel
ı̂ncât

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
n

= a.

se numes,te Cesáro-convergent. Este us,or de verificat că orice s, ir convergent
este s, i Cesáro-convergent. Reciproca nu este valabilă, s, irul (−1)n fiind un
contraexemplu ı̂n acest sens.

În cele ce urmează, fie s ∈ [1,∞).Vom spune că un s, ir de numere reale
(an)n�1 este s−Cesáro-convergent dacă există a ∈ R astfel ı̂ncât

lim
n→∞

a1 + a2 + . . .+ an
ns

= a.

Cu acest cadru general fixat, vom demonstra câteva leme.

Lema 5. Fie s ∈ [1,∞) s,i (an)n�1 un s,ir de numere reale s−Cesáro-
convergent la a ∈ R. Atunci, pentru orice p ∈ N avem

lim
n→∞

1

np+s

n∑
k=1

akk
p =

as

p+ s
.
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Demonstrat,ie. Vom calcula lim
n→∞

( n∑
k=1

ak/n
s −

n∑
k=1

akk
p/np+s

)
folosind

Lema Cesáro-Stolz. Obt,inem

lim
n→∞

((n+ 1)p
n+1∑
k=1

ak −
n+1∑
k=1

akk
p)−−(np

n∑
k=1

ak −
n∑

k=1

akk
p)

(n+ 1)p+s − np+s
=

= lim
n→∞

((n+ 1)p − np)
n∑

k=1

ak

(n+ 1)p+s − np+s
= lim

n→∞
((n + 1)p − np)

(n+ 1)p+s − np+s
· ns ·

n∑
k=1

ak

ns
=

= a lim
n→∞

(1 + 1
n)

p − 1

(1 + 1
n)

p+s − 1
= a lim

n→∞
(1 + 1

n)
p − 1

1
n

· lim
n→∞

1
n

(1 + 1
n)

p+s − 1
=

ap

p+ s
.

De aici obt, inem lim
n→∞

1
np+s

n∑
k=1

akk
p = a − ap

p+s = as
p+s , ceea ce trebuia

demonstrat. �
Lema 6. Fie s ∈ [1,∞) s,i (an)n�1 un s,ir de numere reale s−Cesáro-

convergent la a ∈ R. Fie g : [0, 1]→ R o funct,ie polinomială. Atunci

lim
n→∞

1

ns

n∑
k=1

akg

(
k

n

)
= sa

∫ 1

0
xs−1g(x)dx,

Demonstrat,ie. Dacă gradul lui g este p ∈ N, atunci există numerele reale
b0, b1, . . . , bp astfel ı̂ncât g(x) = b0 + b1x+ . . . + bpx

p, pentru orice x ∈ [0, 1].

În continuare aplicăm lema anterioară s, i obt,inem

lim
n→∞

1

ns

n∑
k=1

akg

(
k

n

)
= lim

n→∞
1

ns

n∑
k=1

ak

p∑
j=0

bj

(
k

n

)j

=

p∑
j=0

bj · lim
n→∞

1

nj+s

n∑
k=1

akk
j =

p∑
j=0

bj · as

j + s
= sa ·

p∑
j=0

bj
j + s

= sa

p∑
j=0

bj

∫ 1

0
xs+j−1dt = sa

∫ 1

0
xs−1

p∑
j=0

bjx
jdx = sa

∫ 1

0
g(x)dx,

ceea ce trebuia demonstrat. �
În continuare, putem prezenta rezultatele principale ale acestei note.

Teorema 7 reprezintă o generalizare ı̂n cazul real a Teoremei 2 din [1], iar
Teorema 9 este o generalizare a Teoremei lui Trif din [5].

Teorema 7. Fie s ∈ [1,∞) s,i (an)n�1 un s,ir de numere reale s−Ce-
sáro-convergent la a ∈ R, astfel ı̂ncât există M > 0 pentru care

|a1|+ |a2|+ . . .+ |an|
ns

< M, pentru orice n ∈ N∗.
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Fie f : [0, 1]→ R o funct,ie continuă. Atunci

lim
n→∞

1

ns

n∑
k=1

akf

(
k

n

)
= sa

∫ 1

0
xs−1f(x)dx.

Demonstrat,ie. Fie ε > 0. Teorema 4 ne asigură că există o funct,ie
polinomială g : [0, 1] → R astfel ı̂ncât |f(x)− g(x)| < ε

3M ,∀x ∈ [0, 1]. Atunci∣∣∣ 1
ns

n∑
k=1

akf

(
k

n

)
−sa

∫ 1

0
xs−1f(x)dx

∣∣∣ � ∣∣∣ 1
ns

n∑
k=1

akf

(
k

n

)
− 1

ns

n∑
k=1

akg

(
k

n

) ∣∣∣+
+
∣∣∣ 1
ns

n∑
k=1

akg

(
k

n

)
−sa

∫ 1

0
xs−1g(x)dx

∣∣∣+∣∣∣sa∫ 1

0
xs−1f(x)dx−sa

∫ 1

0
xs−1g(x)dx

∣∣∣
� 1

ns

n∑
k=1

|ak|
∣∣∣f(k

n

)
− g

(k
n

)∣∣∣+ ∣∣∣ 1
ns

n∑
k=1

akg
(k
n

)
− sa

∫ 1

0
xs−1g(x)dx

∣∣∣+ s|a|·

·
∫ 1

0
|f(x)−g(x)|dx � M · ε

3M
+
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

akg

(
k

n

)
−sa

∫ 1

0
xs−1g(x)dx

∣∣∣+|a|· ε

3M
.

Conform Lemei 6, există n0 ∈ N astfel ı̂ncât∣∣∣ 1
ns

n∑
k=1

akg
(k
n

)
− sa

∫ 1

0
xs−1g(x)dx

∣∣∣ < ε

3
,

pentru orice n � n0. Ipoteza conduce s, i la relat, ia |a| � M s,i atunci obt,inem∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

akf
(k
n

)
− sa

∫ 1

0
xs−1f(x)dx

∣∣∣ < ε

3
+

ε

3
+

ε

3
= ε.

Cum ε a fost ales arbitrar, deducem concluzia. �
Corolarul 8. Fie (an)n�1 un s,ir de numere reale convergent la a ∈ R.

Fie f : [0, 1]→ R o funct,ie continuă. Atunci

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akf
(k
n

)
= a

∫ 1

0
f(t)dt.

Demonstrat,ie. Lema Cesáro-Stolz ne arată că orice s, ir convergent la
a este s, i Cesáro-convergent la acelas, i număr. Pe de altă parte, orice s, ir
convergent este mărginit, deci există M > 0 astfel ı̂ncât |an| < M, pentru

orice n � 1. Atunci 1
n

n∑
k=1

|ak| < M , deci s, irul (an)n�1 satisface ipotezele

Teoremei 8 ı̂n cazul s = 1. Obt,inem atunci concluzia ca o consecint, ă a acestei
teoreme. �
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Teorema 9. Fie f : [0, 1] → R o funct,ie continuă s,i I =
∫ 1
0 f(t)dt.

Atunci, pentru orice q ∈ Z s,i orice L situat ı̂n intervalul ı̂nchis delimitat de
qI s,i (q + 1)I, există un s,ir (an)n�1 astfel ı̂ncât an ∈ {q, q + 1} s,i

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akf
(k
n

)
= L.

Demonstrat,ie. Dacă L este un număr ca ı̂n enunt, atunci există α ∈ [0, 1]

astfel ı̂ncât L = (1− α)qI + α(q + 1)I = (q + α)I. În continuare considerăm
s,irul (an)n�1 definit, pentru orice n � 1, prin an = [(n+1)(q+α)]−[n(q+α)].
Atunci

an = [(n+ 1)q + (n+ 1)α]− [nq + nα]
= (n+ 1)q + [(n + 1)α]− nq − [nα] = q + [(n+ 1)α] − [nα].

Cum α ∈ [0, 1] s, i (n+1)α−nα = α deducem că [(n+1)α]−[nα] ∈ {0, 1},
ceea ce conduce la concluzia an ∈ {q, q + 1}.

Apoi 1/n
n∑

k=1

ak = 1/n
n∑

k=1

([(k+1)(q+α)]−[k(q+α)]) = 1/n([(n+1)(q+

α)]− [q+α]). Deoarece (n+1)(q+α)−1 < [(n+1)(q+α)] � (n+1)(q+α),

criteriul cles,telui conduce la lim
n→∞

n∑
k=1

an/n = q + α, deci s, irul (an)n�1 este

Cesáro-convergent la q +α. În plus, dacă considerăm M > max{|q|, |q + 1|},
avem s, i

n∑
k=1

|ak|/n < M . Atunci s, irul (an)n�1 verifică ipotezele Teoremei 7

ı̂n cazul s = 1. Aceeas, i teoremă ne conduce la

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

akf
(k
n

)
= (q + α)

∫ 1

0
f(t)dt = L,

ceea ce ı̂ncheie demonstrat,ia. �
În continuare vom obt, ine solut,ii ale Problemelor 1 s, i 2 ca o consecint, ă a

rezultatelor precedente. Într-adevăr, dacă considerăm funct,ia f : [0, 1] → R,

f(x) = 1
1+x vom avea

∫ 1
0 f(x)dx = ln 2. Deoarece

a1
n+ 1

+
a2

n+ 2
+

a3
n+ 3

+ . . .+
an
2n

=
1

n

n∑
k=1

akf
(k
n

)
,

concuzia Problemei 2 este o consecint, ă a Teoremei 9 ı̂n cazul q = 0.
Pe de altă parte, considerăm un s, ir (an)n�1 de numere reale convergent

la a ∈ R s, i k, l ∈ N∗ astfel ı̂ncât k < l. Fie funct,ia f : [0, 1] → R, f(x) =
1

k/(l−k)+x . Atunci
∫ 1
0 f(x)dx = ln(l/k). Acum

a1
nk + 1

+
a2

nk + 2
+

a3
nk + 3

+ . . .+
a(l−n)n

nl
=

=

(l−k)n∑
i=1

ak

(l − k)n · k
l−k + i

==
1

(l − k)n

(l−k)n∑
i=1

aif
( i

(l − k)n

)
,
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ceea ce arată că s, irul din enunt, este un subs,ir al s, irului definit de Corolarul
8. Atunci obt,inem

lim
n→∞

( a1
nk + 1

+
a2

nk + 2
+

a3
nk + 3

+ . . . +
a(l−n)n

nl

)
= a

∫ 1

0
f(x) = a ln

l

k
,

adică rezultatul ment,ionat la ı̂nceputul acestui articol.

În ı̂ncheiere vom prezenta o nouă solut, ie pentru o versiune mai gene-
rală a unei probleme propuse la etapa judet,eană a Olimpiadei Nat, ionale de
Matematică 2022 [9] la clasa a XI-a. Unele aspecte pe această temă sunt
abordate s, i ı̂n [3].

Problema 10. Fie s,irul (xn)n�1 definit prin x1 > 0 s,i xn+1 =
n∑

k=1

xk
n+k ,

pentru orice n � 1. Demonstrat,i că lim
n→∞xn = 0.

Demonstrat,ie. Induct,ia ne conduce la concluzia xn > 0, pentru orice

n � 1. Notăm yn = 1
n

n∑
k=1

xk. Atunci obt,inem yn+1 − yn = 1
n+1

n+1∑
k=1

xk −
1
n

n∑
k=1

xk = 1
n(n+1)(nxn+1 −

n∑
k=1

xk) = 1
n+1(xn+1 − 1

n

n∑
k=1

xk) � 0 conform

ipotezei. Deducem că s,irul (yn)n�1 este descrescător, deci s,i convergent,

deoarece este un s,ir format cu numere pozitive. Fie y limita sa. În consecint, ă,

s,irul (xn)n�1 este Cesáro-convergent la y. Apoi 1
n

n∑
k=1

|xn| = yn � y1, deci

putem aplica Corolarul 8. Obt,inem

lim
n→∞xn+1 = lim

n→∞

n∑
k=1

xk
n+ k

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

xk

1 + k
n

= y ln 2.

Dar y = lim
n→∞ yn = lim

n→∞
1
n

n∑
k=1

xk = lim
n→∞xn+1 = y ln 2, de unde y = 0,

ceea ce conduce apoi la concluzia problemei.
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