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limn→∞(n− 1)α−1(ln(n − 1))βxn = 0. Din egalitatea

nα−1(lnn)βxn =
( n

n− 1

)α( lnn

ln(n− 1)

)β
(n− 1)α−1 (ln(n− 1))β xn, ∀n � 3

obt, inem limita din enunt,.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

PORNIND DE LA O INEGALITATE DATĂ LA SELECT, IA
PENTRU OBMJ 2022

George-Ioan Stoica1)

La al treilea baraj de select, ie pentru OBMJ 2022 s-a dat următoarea
problemă.

Fie a � b � c � d numere reale cu proprietatea că

(a− b)(b− c)(c− d)(d − a) = −3

s,i
a+ b+ c+ d = 6.

Demonstrat,i că d < 0,36.

În această lect, ie ne propunem să arătăm că o problemă poate declans,a
ı̂ntrebări care conduc la alte probleme, mai profunde. Ca atare, ne propunem
să găsim, ı̂n condit,iile din enunt,, cea mai mare valoare posibilă a variabilei
d, nu numai să demonstrăm că 0,36 este un majorant.

Fie x = a− b, y = b− c, z = c− d. Deoarece a � b � c � d rezultă că
x, y, z � 0. Totodată, d − a = (d− c) + (c− b) + (b− a) = −(x+ y + z),
deci relat, ia (a− b)(b− c)(c− d)(d− a) = −3 se scrie echivalent

xyz(x+ y + z) = 3.

Deoarece c = d+ z, b = c+ y = d+ z + y s,i a = b+ x = d+ z + y + x,
avem 6 = a+ b+ c+ d = 4d+ 3z + 2y + x, sau

d =
6− (3z + 2y + x)

4
.

Deci, pentru a afla maximul lui d este suficient să găsim minimul ex-
presiei 3z + 2y + x.

Cu inegalitatea dintre media aritmetică s, i media geometrică obt,inem

3z + 2y + x = 2z + 2y + z + x = 2(z + y) + (z + x) � 2
√

2(z + y)(z + x),

1)Elev, Colegiul Nat, ional ,,C. Negruzzi” Ias, i
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cu egalitate dacă s,i numai dacă 2(z + y) = z + x.

În continuare, folosind din nou inegalitatea dintre media aritmetică s, i
cea geometrică, observăm că

(z + y)(z + x) = z(x+ y + z) + xy � 2
√
z(x+ y + z)xy = 2

√
3,

cu egalitate dacă s, i numai dacă dacă z(x+ y + z) = xy, sau z(x+ y + z) =

xy =
√
3 (căci xyz(x+ y + z) = 3).

Combinând cele două inegalităt, i anterioare, obt, inem

3z + 2y + x � 2
√

2(z + y)(z + x) � 2

√
2 · 2

√
3 = 4

4
√
3.

Pentru a putea afirma că maximul expresiei 3z + 2y + x este 4 4
√
3,

rămâne să mai arătăm că există cel put,in trei numere reale pozitive care

verifică simultan egalităt, ile 2(z + y) = z+x s, i z(x+ y + z) = xy =
√
3. (∗)

Din prima egalitate, deducem că x = 2y + z. Înlocuind x ı̂n ultimele
două relat, ii, rezultă că (z + 2y)y =

√
3, respectiv z(3y + 2z) =

√
3 de unde,

prin scădere, rezultă că z2 + zy − y2 = 0 sau ( zy )
2 + ( zy ) − 1 = 0, deci

z
y =

√
5−1
2 . Înlocuind pe z =

√
5−1
2 y ı̂n egalitatea (z + 2y)y =

√
3, deducem

că 3+
√
5

2 y2 =
√
3, deci y =

√
2
√
3

3+
√
5
. Prin urmare, egalităt, ile (∗) sunt verificate

pentru y =
√

2
√
3

3+
√
5
, z =

√
5−1
2 y =

√
5−1
2

√
2
√
3

3+
√
5
s, i x = z+2y = 3+

√
5

2

√
2
√
3

3+
√
5
.

Astfel am demonstrat că valoarea minimă a expresiei 3z + 2y + x este

4 4
√
3, deci valoarea maximă a variabilei d este 6−4 4√3

4 = 3
2 − 4

√
3.

Observăm că 3
2 − 4

√
3 � 0,19 < 0,36, ceea ce ı̂nseamnă că am ı̂ntărit

(lucru care era de as,teptat!) concluzia problemei considerate.

EXAMENE S, I CONCURSURI

A 39-A OLIMPIADĂ BALCANICĂ DE MATEMATICĂ
PENTRU SENIORI

prezentare de Mihai Chis,
1) s, i Cătălin Gherghe2)

În perioada 4-9 mai 2022 s-a desfăs,urat la Agros, Cipru, a 39-a Olimpi-
adă Balcanică de Matematică pentru seniori (BMO 2022). La BMO 2022 au
participat echipe din Albania, Bosnia s, i Herzegovina, Bulgaria, Cipru, Grecia,
Macedonia de Nord, Muntenegru, Republica Moldova, România, Serbia s, i
Turcia (t, ări membre) precum s, i echipe din Arabia Saudită, Azerbaijan, Italia,
Kazakhstan s,i Marea Britanie (t, ări invitate).

Rezultatele obt, inute de cei s,ase elevi din echipa noastră au fost foarte
bune:

1) Lector dr., Facult. de Matematică s, i Informatică a Univ.de Vest din Timis,oara.
2) Conf. univ. dr., Facultatea. de Matematică s, i Informatică, Univ. din Bucures,ti.


