PENTRU CERCURILE DE ELEVI

PORNIND DE LA O INEGALITATE DATA LA SELECTIA
PENTRU OBMJ 2022

GEORGE-IOAN STorcal)

La al treilea baraj de selectie pentru OBMJ 2022 s-a dat urmatoarea
problema.

Fiea > b > c>d numere reale cu proprietatea ca
(a—=0b)(b—c)(c—d)(d—a)=-3

a+b+c+d=6.
Demonstrati ca d < 0,36.

In aceasti lectie ne propunem sa aratam ca o problema poate declansa
intrebari care conduc la alte probleme, mai profunde. Ca atare, ne propunem
sa gasim, in conditiile din enunt, cea mai mare valoare posibila a variabilei
d, nu numai sa demonstram ca 0,36 este un majorant.

Fiex=a—-0b, y=0—c¢, z=c—d. Deoarece a > b > ¢ > d rezulta ca
z, y, z =2 0. Totodata, d —a=(d—c)+ (c=b)+ (b—a) = —(r+y+ 2),
deci relatia (a — b)(b — ¢)(c¢ — d)(d — a) = —3 se scrie echivalent

xyz(x +y+2) = 3.

Deoarece c=d+z, b=c+y=d+z+ysia=b+rx=d+z2+y+=z,

avem 6 =a+b+c+d=4d+ 3z + 2y + x, sau
_6—(Bz+2y+2x)

d .
4

Deci, pentru a afla maximul lui d este suficient s& gasim minimul ex-
presiei 3z + 2y + .
Cu inegalitatea dintre media aritmetica si media geometrica obtinem

3242yt =2:4+2y+z+tr=2(z+y)+(z+1z)=2v/2(z+y)(z +2),
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cu egalitate daca si numai daca 2(z +y) = z + x.
In continuare, folosind din nou inegalitatea dintre media aritmetica si
cea geometrica, observam ca

(z+y)(z+z)=z2(z+y+2)+2y>2Vz2(x +y+ 2)ay = 2V3,
cu egalitate daca si numai daca daca z(x +y + z) = zy, sau z(x +y + 2) =

ry = /3 (caci zyz(z +y + 2) = 3).
Combinand cele doua inegalitati anterioare, obtinem

3242y +x > 2v/2(z+y)(z+2) >2\/2-2V3=4V3.

Pentru a putea afirma ci maximul expresiei 3z 4+ 2y + x este 4v/3,
ramane sa mai aratam ca exista cel putin trei numere reale pozitive care
verifica simultan egalititile 2(z +y) = 2z +x si z(z +y + 2) = 2y = V3. (¥)

Din prima egalitate, deducem ca x = 2y + z. Inlocuind z in ultimele
doua relatii, rezults ci (z + 2y)y = /3, respectiv z(3y + 2z) = /3 de unde,

z

prin scadere, rezultd ca 2% + zy — y2 = 0 sau (5)2 +(5) =1 =0, deci

= % Inlocuind pe z = \f (z 4+ 2y)y = /3, deducem
ca 3+2‘/5 2= /3, deciy = 2+‘</_— Prin urmare, egalitatile (*) sunt verificate

— /23 f 1 f 1 /2v3 3+\f 2v/3
pentru y = 3+\/5,z Yy = 3+\[31x—z+2y— 35
Astfel am demonstrat ca Valoarea minima a expresiei 3z + 2y + x este

4
4(73, deci valoarea maxima a variabilei d este % = % — /3.

Observam ca % — V3 ~ 0,19 < 0,36, ceea ce inseamni ci am intarit

(lucru care era de asteptat!) concluzia problemei considerate.



