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Abstract. In the Mathematical Note ,,A class of remarkable triangles”
[6] Traian Lalescu has defined the notion of S triangles as a pair of trian-
gles, inscribed in the same circle, which has some specific properties. The
relation S between two such triangles is an equivalence relation. In this
paper, we describe a special representative of an equivalence class, namely
an equilateral triangle.
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1. Triunghiuri S

In anul 1915 Traian Lalescu a definit triunghiurile S si a demonstrat
cateva dintre proprietatile lor legate de dreapta Wallace-Simson si ortopol
[6], [7].

Definitie. Fie ABC un triunghi si doua puncte oarecare B, C’ situate
pe cercul circumscris triunghiului ABC'. Fie A’ punctul de pe acelasi cerc a
carui dreapta Wallace-Simson A 4 e perpendiculard pe B’C’. Vom zice ca
triunghiul A’B’C” este un triunghi S fata de triunghiul ABC.

Aceasta definitie este echivalenta cu proprietatea ca suma algebrica a

N N N
arcelor AA", BB’ siC'C’, luate in acelasi sens, este egald cu zero, altfel spus
N N N
m(AA") + m(BB') + m(CC’) =0 (mod 2m)

si implica urmatoarele proprietati:
i) Dreptele Wallace-Simson Aps si A ale punctelor B” si C’ in raport
cu triunghiul ABC' sunt perpendiculare pe C’ A’ respectiv A’B’.
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ii) Dreptele Wallace-Simson A 4, Ap, A¢ ale punctelor A, B respectiv
C' in raport cu triunghiul A’B’C” sunt perpendiculare pe BC, C'A respectiv
AB.

iii) Cele sase drepte Wallace-Simson A4, Ap, Ac, A, Ap, Acr sunt
concurente in mijlocul segmentului HH' unde H si H' sunt ortocentrele tri-
unghiurilor ABC' si A’B'C’ [6], [8].

Numeroase exemple de triunghiuri S se gasesc in [1], [2], [4], [5], [8],
[12], [13], [14]. Printre ele, poate cea mai cunoscuta pereche de triunghiuri
S este cea formata din triunghiul ortic si cel median inscrise in cercul celor
noua puncte, pentru care cele sase drepte Wallace-Simson sunt concurente in
punctul lui Spiecker al triunghiului ortic, adica in centrul cercului inscris in
triunghiul median al triunghiului ortic [8].

In [7] Traian Lalescu arata c& mijlocul segmentului H H', adica punc-
tul de intersectie al celor sase drepte Wallace-Simson este ortopolul fiecareia
dintre laturile unuia dintre triunghiuri in raport cu celalalt. Din acest mo-
tiv triunghiurile S se mai numesc in literatura de specialitate triunghiuri
ortopolare.

In planul complex conditia necesara si suficienta ca triunghiurile ABC
si A’B'C" sa fie triunghiuri S este abc = o'/, unde a, b, ¢, a’, V', ¢ sunt afixele
punctelor A, B,C, A", B',C" [1], [4], [9], [13], [14].

Relatia S intre doua triunghiuri este o relatie de echivalenta si, din acest
motiv, Traian Lalescu foloseste in titlul notei [6] notiunea de clasa. Scopul
principal al acestui articol este de a caracteriza in planul complex, dar si in
planul euclidian real, un reprezentant special al unei clase de echivalenta S,
si anume unicul triunghi echilateral ce apartine unei anumite clase. Pentru
aceasta vom exemplifica aceasta idee prin doua probleme publicate in Gazeta
Matematica.

2. Doua probleme din Gazeta Matematica

2.1 (Daniel Vacaretu, Concursul interjudetean ,,Grigore Moisil”, Tg.
Mures 2018) Consideram in planul complex triunghiul A;AsAs inscris in
cercul unitate, avand afixele varfurilor numerele complexe ay,as,a3. Fie
By, By, By punctele ale caror afixe sunt radacinile de ordinul trei ale numa-
rului complex ajasas. Notdm Pp, P, respectiv P proiectiile punctelor By,
Bo, respectiv B3 pe dreptele A3 A3, A3A; respectiv A; As. Sa se demonstreze
ca perpendicularele din P, P», respectiv P3 pe dreptele By B3, B3 B1 respectiv
By B3 sunt concurente.

Solutie. Ecuatia dreptei Ay A3 este

Z 4+ agazz = ag + as. (1)

Notam cu by, be, b3 afixele punctelor By, By, B3. Ecuatia perpdicularei din
B1 pe Ay Az este:

z—b = a2a3(§ — E)
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<— z—asa3zz = by — aagag. (2)

Figura 1

Din (1) si (2) rezulta prin adunare membru cu membru

1 —
z = 5(()1 +ag + a3 — blagag).

Daca notam cu py, p2, p3 afixele punctelor P, P5, P3 atunci numarul z obtinut
mai sus este afixul p; al lui P, adica

1 _
pP1 = 5(1)1 +ag + a3z — blagag). (3)
Ecuatia perpendicularei din P; pe By B3 este

Z—p1 = b2b3(§ — p_l) <= z — byb3z = p1 — P1babs

1 _ _
= z—babsz = 5[(51 + as + ag — byagas) — (b1 + a3 + a3z — byaz az)babs)

1 — _
< z— byb3z = 5(1)1 + ao + a3 — biasag — b1bobs — agbsobs
— a3babz + b1bob3as a3) (4)

Deoarece bi,bo,bs sunt radacinile de ordinul trei ale numarului complex
aiazaz, adica sunt solutiile ecuatiei 23 = ajasag, rezulta ca

b1bobs = ajasaz, by +by+b3=0

si, in plus,
b1] = |ba2| = |b3] = |a1| = |az| = |a3| = 1.

Deci, relatia (4) este echivalenta cu

1 _ _ _ _
z— bgbgz = 5(1)1 +CL2 +a3 —b1a2a3 - b1b2b3b12 - b1b2b3b1 a_g— b1b2b3b1 CL_3+CL1)

1 _ . _ _
< 2z — bybsz = 5(81 + b1 — s3by a1 — a3b12 — s3by a9 — s3by a_g)

unde am notat $1 = a1 + as + as, S3 = a1a2a3 = blbgbg.
Deci

1 — _
z —bobsz = 5[81 + b1 — 83b1(8_1 — bl)]. (5)
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Analog, ecuatia perpendicularei din P pe B3B este
_ 1 —
z—bsb1z = 5[81 + by — 83b2(81 — bg)] (6)
Inmultim ecuatia (5) cu by si ecuatia (6) cu by si scidem ecuatiile obtinute.
Rezulta

1 by — b
Z(bl — bg) = 5 81(b1 — bg) + (bl — bg)(bl + b2) — S3 2 !

b1bo

1 1
<:>Z:§[81+b1—|—b2—|—b3]<:>22581.
Analog si dreapta perpendiculara din P3 pe By B va trece prin punctul de

afix z = —s1, care este mijlocul segmentului OH 4 unde H 4 este ortocentrul

triunghiului A; As As, adica centrul cercului celor noua puncte al triunghiului
A1 Az As.

2.2 (Daniel Vacaretu, Problema 27608, GM 11/2018) Pe cercul unitate
C(0,1) se considera punctele Ay, As, A3 ale caror afixe sunt radacinile cubice
ale unitatii si punctele By, By, Bs de afixe by, be, b3. Fie Cy, Cs, C3 proiectiile
punctelor Bl, BQ, B3 pe dreptele A2A3, A3A1, AlAQ.

Sa se demonstreze ca, daca bibsbg = 1, atunci perpendicularele duse
C1,C5,Cs pe BoBs, B3Bi, B1By sunt concurente in mijlocul segmentului
OHp, unde Hp este ortocentrul triunghiului By By Bs3.

Figura 2

Solutia completa a problemei se gaseste in GM. 5/2019 si nu o mai
reproducem aici, fiind asemanatoare cu solutia problemei precedente. O

Sa observam ca in ambele probleme triunghiurile A;A43A3 si B1ByBs
sunt triunghiuri S, pentru ca ajacaz = bi1bobs, iar perpendicularele din Py,
Py, respectiv P3 pe ByB3, B3Bj, respectiv BjBy din prima problema si
perpendicularele din C7, Co, respectiv C3 pe BgBs, B3Bi, respectiv B1 By
din a doua problema sunt drepte Wallace-Simson caracterizate prin punct (o
proiectie) si panta datorita proprietatilor triunghiurilor S (nu prin teorema
celor trei proiectii coliniare).

In prima problemi, unui triunghi oarecare A;AAs i se ataseaza tri-
unghiul echilateral unic B;ByBs cu care se afla in relatia S, iar in a doua
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problema triunghiului echilateral Ay A>As3 i se asociaza un triunghi By By Bsg
fata de care este triunghi S.

3. Derivatul echilateral al unui triunghi dat

Dupa cum s-a vazut in prima problema, dandu-se un triunghi oare-
care Aj Ay A3 inscris in cercul unitate C(O, 1) cu afixele varfurilor aq, ag, as,
atunci exista un triunghi echilateral By BsBs cu afixele varfurilor radacinile
complexe ale ecuatiei 23 = ajasas, triunghiurile A;AyAs si B1ByDB3 fiind
triunghiuri S. Punctele By, Ba, Bs se numesc punctele lui Boutin [3], [10],
iar triunghiul echilateral By BsBs este cunoscut in literatura de specialitate
cu denumirile ,,the equilateral derivative of a triangle” sau , mean triangle”
[11].

Vom prezenta in final o abordare sintetica a existentei si ,,constructiei”
acestui reprezentant special al unei clase de echivalenta S a unui triunghi
oarecare.

Teorema. Fie A;AsAs un triunghi oarecare. Bisectoarele interioare ale
unghiurilor Ay, As, respectiv Az intersecteaza a doua oard cercul circumscris
triunghiulut Ay AaAs in punctele Ay, Al respectiv Ay. Fie AY, AY, respectiv
AL punctele diametral opuse punctelor Ay, A,, respectiv As. Consideram

VTR 1 TR VTR
punctele By, Ba, respectiv By astfel incat m(A]By) = gm(A”A), m(A)By) =

ST si m(ATBy) = Sm(ATAy).
Atunci:
i) triunghiurile Ay A As si A]ASAL sunt triunghiuri S (fig. 3);
ii) triunghiurile AyAsAs si By BaBs sunt triunghiuri S;
iii) triunghiul B1BoBs este echilateral (fig. 4).

A

Figura 3 Figura 4
Demonstratie. 1) In figura 3 avem
m(<sA)) =m(3A]4,0) =m(IA424,0) —m(x A4, A})
=90° — m(xA3) — %m(<IA1).
Analog
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1
m(gA)) = 5m(<IA2) —90° + m(<4y)

m(<sAf) =90° —m(xA4;) — %m(dAg).
Vom verifica relatia
(A ) = m(A> A7) + (A3 45) (7)
care, avand In vedere orientarea celor trei arce este echivalenta cu conditia
m(A; A7) + m(A, A7) + m(A3A%) = 0 (mod 2r).
m(A1 A7) = m(Ay A) + m(43A%) = m(347) = m(34p) + m(34})

1 1
< 90° —m(4A3) — —m(IA;) = =m(<Az) — 90° + m(<xAq)

2 2
1
+90° —m(<4;) — 5m(<IA3)
1
— 90° = 5[m(<IA1) +m(xAs) + m(xAs)]
<= 90° = 90°.

Prin urmare, conditia (7) fiind indeplinita, rezulta ca triunghiurile Ay Ay As
si AV AJ AL sunt triunghiuri S.
ity m(A, By) + m(Ay By) + m(As By)
= 2(m(A + m(ApA) + m(AgAZ) = 0 (mod 2r).
Deci triunghiurile Ay ApAs si B1BBs sunt triunghiuri S.
iii) In figura 4 avem

m(xA;0AY) = 2m(sA}) = 180° — 2m(x A3) — m(IAy).

2 2
(3 410B1) = Sm(3 A10A7) = Z[180° — 2m( Ag) — m(3 A1)
4 2

= 120° — m(34z) — Sm(s41).
Analog

2 4

m({AQOBQ) = gIﬂ({Ag) —120° + gIﬂ({Al)

Rezulta

m({BlOBg) = m({AlOBl) + m(<IA10A2) + m(<IAQOBQ)

4 2
=120° — gm(<IA3) - gm(<IA1)

2 4
+2m(xAs) + 5m(<}[AQ) —120° + 5m(<IA1)

= %[m(qu) +m(xAz) + m(xA3)] = 120°.

Analog
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m(ﬁBQOBg) = m({BgOBl) = 120°.
Prin urmare triunghiul BBy Bj3 este echilateral.
Observatii.
1. A A7 As A, A3 A sunt bisectoarele exterioare ale unghiurilor tri-

unghiului A; A5 As.

2. ,Constructia” triunghiului echilateral ByBsBs este virtuala, nepu-

tandu-se efectua cu rigla si compasul (imposibilitatea trisectiunii unghiului).

3. In cazul triunghiului ortic A1 A2 As al triunghiului oarecare 1171573,

triunghiul asociat A} A5 A4 este chiar triunghiul median (fig. 5).

Figura 5

intr—adevér, bisectoarea unghiului A; este inaltime in triunghiul 717573

si intersecteaza a doua oara cercul celor noua puncte in A}, care este mijlocul
segmentului 71 H (unde H este ortocentrul triunghiului 717573 si totodata
centrul cercului inscris al triunghiului ortic 41 A3 Az). Punctul diametral opus
lui A} este mijlocul laturii 7573, adica punctul AY.

(1]
2]
3]
[4]
[5]
[6]

[7]
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ACTIUNI DE GRUPURI
Tupor PXisanul)

In aceastd lectie vom prezenta un concept fundamental in Teoria Gru-
purilor: actiunile grupurilor pe multimi. Ca aplicatii, vom rezolva cateva
probleme de concurs. In afara de faptul ca, pe aceasta cale, putem obtine
solutii mai rapide, obinem o intelegere mai adanca a fenomenelor studiate.

Notiuni introductive

Vom incepe prin a enunta principalele notiuni de care vom avea nevoie
pe parcursul articolului. Vom nota cu S4 grupul simetric al multimii A
(grupul permutarilor pe A), cu H < G faptul ca H este un subgrup al lui G
si cu H < G faptul ca H este un subgrup normal al lui G.

Definitie. Fie grupul G si multimea nevida A. Numim actiune a lui
G pe A o operatie binara - : G X A — A cu urmatoarele proprietati:

a) e-a = a,Va € A, unde e este elementul neutru al grupului;

b) g1-(92-a) = (9192) -a,Va € A, g1,92 € G.

Propozitie. Fie grupul G care actioneaza pe multimea nevida A.
Atunci 7y : A = A, m4(a) = g - a este o permutare.

Mai mult, ¢ : G — Sa, ¢(g9) = 74 este un morfism de grupuri si,
reciproc, orice astfel de morfism induce o actiune a lui G pe A.

Demonstratie. Din definitia unei actiuni avem m o7y, = mg, si m, = id 4,
de unde rezulta usor toate afirmatiile din propozitie. O

Vom identifica adesea actiunea cu morfismul dat de aceasta. Ca atare,
prin nucleul unei actiuni vom intelege nucleul morfismului indus de aceasta:
{g eG ‘ g :idA}.

Pe parcursul urmatoarelor definitii, propozitii si teoreme consideram
grupul G care actioneaza pe o multime nevida A si ¢ morfismul asociat
acesteia.

Pentru g € G notam Fix g = {a € A | g-a = a} multimea punctelor
fize ale lui g.

Pentru a € A notam Stabg(a) = {g € G | g-a = a} stabilizatorul lui a.

Observatie. Pentru orice a € A, Stabg(a) este subgrup al lui G.
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