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Abstract. In the Mathematical Note ,,A class of remarkable triangles”
[6] Traian Lalescu has defined the notion of S triangles as a pair of trian-
gles, inscribed in the same circle, which has some specific properties. The
relation S between two such triangles is an equivalence relation. In this
paper, we describe a special representative of an equivalence class, namely
an equilateral triangle.
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1. Triunghiuri S

În anul 1915 Traian Lalescu a definit triunghiurile S s,i a demonstrat
câteva dintre proprietăt,ile lor legate de dreapta Wallace-Simson s, i ortopol
[6], [7].

Definit, ie. Fie ABC un triunghi s,i două puncte oarecare B′, C ′ situate
pe cercul circumscris triunghiului ABC. Fie A′ punctul de pe acelas, i cerc a
cărui dreapta Wallace-Simson ΔA′ e perpendiculară pe B′C ′. Vom zice că
triunghiul A′B′C ′ este un triunghi S fat, ă de triunghiul ABC.

Această definit,ie este echivalentă cu proprietatea că suma algebrică a

arcelor
�
AA′, �BB′ s, i

�
CC ′, luate ı̂n acelas, i sens, este egală cu zero, altfel spus

m(
�
AA′) + m(

�
BB′) + m(

�
CC ′) ≡ 0 (mod 2π)

s, i implică următoarele proprietăt,i:
i) Dreptele Wallace-Simson ΔB′ s, i ΔC′ ale punctelor B′ s,i C ′ ı̂n raport

cu triunghiul ABC sunt perpendiculare pe C ′A′ respectiv A′B′.
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ii) Dreptele Wallace-Simson ΔA, ΔB, ΔC ale punctelor A, B respectiv
C ı̂n raport cu triunghiul A′B′C ′ sunt perpendiculare pe BC, CA respectiv
AB.

iii) Cele s,ase drepte Wallace-Simson ΔA, ΔB, ΔC , ΔA′ , ΔB′ , ΔC′ sunt
concurente ı̂n mijlocul segmentului HH ′ unde H s,i H ′ sunt ortocentrele tri-
unghiurilor ABC s, i A′B′C ′ [6], [8].

Numeroase exemple de triunghiuri S se găsesc ı̂n [1], [2], [4], [5], [8],
[12], [13], [14]. Printre ele, poate cea mai cunoscută pereche de triunghiuri
S este cea formată din triunghiul ortic s, i cel median ı̂nscrise ı̂n cercul celor
nouă puncte, pentru care cele s,ase drepte Wallace-Simson sunt concurente ı̂n
punctul lui Spiecker al triunghiului ortic, adică ı̂n centrul cercului ı̂nscris ı̂n
triunghiul median al triunghiului ortic [8].

În [7] Traian Lalescu arată că mijlocul segmentului HH ′, adică punc-
tul de intersect, ie al celor s,ase drepte Wallace-Simson este ortopolul fiecăreia
dintre laturile unuia dintre triunghiuri ı̂n raport cu celălalt. Din acest mo-
tiv triunghiurile S se mai numesc ı̂n literatura de specialitate triunghiuri
ortopolare.

În planul complex condit,ia necesară s,i suficientă ca triunghiurile ABC
s,i A′B′C ′ să fie triunghiuri S este abc = a′b′c′, unde a, b, c, a′, b′, c′ sunt afixele
punctelor A,B,C, A′, B′, C ′ [1], [4], [9], [13], [14].

Relat, ia S ı̂ntre două triunghiuri este o relat, ie de echivalent, ă s, i, din acest
motiv, Traian Lalescu foloses,te ı̂n titlul notei [6] not,iunea de clasă. Scopul
principal al acestui articol este de a caracteriza ı̂n planul complex, dar s, i ı̂n
planul euclidian real, un reprezentant special al unei clase de echivalent, ă S,
s,i anume unicul triunghi echilateral ce apart, ine unei anumite clase. Pentru
aceasta vom exemplifica această idee prin două probleme publicate ı̂n Gazeta
Matematică.

2. Două probleme din Gazeta Matematică

2.1 (Daniel Văcăret,u, Concursul interjudet,ean ,,Grigore Moisil”, Tg.
Mures, 2018) Considerăm ı̂n planul complex triunghiul A1A2A3 ı̂nscris ı̂n
cercul unitate, având afixele vârfurilor numerele complexe a1, a2, a3. Fie
B1, B2, B3 punctele ale căror afixe sunt rădăcinile de ordinul trei ale numă-
rului complex a1a2a3. Notăm P1, P2, respectiv P3 proiect, iile punctelor B1,
B2, respectiv B3 pe dreptele A2A3, A3A1 respectiv A1A2. Să se demonstreze
că perpendicularele din P1, P2, respectiv P3 pe drepteleB2B3, B3B1 respectiv
B1B2 sunt concurente.

Solut,ie. Ecuat,ia dreptei A2A3 este

z + a2a3z = a2 + a3. (1)

Notăm cu b1, b2, b3 afixele punctelor B1, B2, B3. Ecuat,ia perpdicularei din
B1 pe A2A3 este:

z − b1 = a2a3(z − b1)
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⇐⇒ z − a2a3z = b1 − b1a2a3. (2)
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Figura 1

Din (1) s, i (2) rezultă prin adunare membru cu membru

z =
1

2
(b1 + a2 + a3 − b1a2a3).

Dacă notăm cu p1, p2, p3 afixele punctelor P1, P2, P3 atunci numărul z obt,inut
mai sus este afixul p1 al lui P1, adică

p1 =
1

2
(b1 + a2 + a3 − b1a2a3). (3)

Ecuat, ia perpendicularei din P1 pe B2B3 este

z − p1 = b2b3(z − p1) ⇐⇒ z − b2b3z = p1 − p1b2b3

⇐⇒ z − b2b3z =
1

2
[(b1 + a2 + a3 − b1a2a3)− (b1 + a2 + a3 − b1a2 a3)b2b3]

⇐⇒ z − b2b3z =
1

2
(b1 + a2 + a3 − b1a2a3 − b1b2b3 − a2b2b3

− a3b2b3 + b1b2b3a2 a3) (4)

Deoarece b1, b2, b3 sunt rădăcinile de ordinul trei ale numărului complex
a1a2a3, adică sunt solut,iile ecuat, iei z3 = a1a2a3, rezultă că

b1b2b3 = a1a2a3, b1 + b2 + b3 = 0

s,i, ı̂n plus,
|b1| = |b2| = |b3| = |a1| = |a2| = |a3| = 1.

Deci, relat, ia (4) este echivalentă cu

z−b2b3z =
1

2
(b1+a2+a3−b1a2a3−b1b2b3b1

2−b1b2b3b1 a2−b1b2b3b1 a3+a1)

⇐⇒ z − b2b3z =
1

2
(s1 + b1 − s3b1 a1 − a3b1

2 − s3b1 a2 − s3b1 a3)

unde am notat s1 = a1 + a2 + a3, s3 = a1a2a3 = b1b2b2.
Deci

z − b2b3z =
1

2
[s1 + b1 − s3b1(s1 − b1)]. (5)
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Analog, ecuat, ia perpendicularei din P2 pe B3B1 este

z − b3b1z =
1

2
[s1 + b2 − s3b2(s1 − b2)]. (6)

Înmult,im ecuat, ia (5) cu b1 s, i ecuat, ia (6) cu b2 s,i scădem ecuat, iile obt,inute.
Rezultă

z(b1 − b2) =
1

2

[
s1(b1 − b2) + (b1 − b2)(b1 + b2)− s3

b2 − b1
b1b2

]
⇐⇒ z =

1

2
[s1 + b1 + b2 + b3] ⇐⇒ z =

1

2
s1.

Analog s,i dreapta perpendiculară din P3 pe B1B2 va trece prin punctul de

afix z =
1

2
s1, care este mijlocul segmentului OHA unde HA este ortocentrul

triunghiului A1A2A3, adică centrul cercului celor nouă puncte al triunghiului
A1A2A3.

2.2 (Daniel Văcăret,u, Problema 27608, GM 11/2018) Pe cercul unitate
C(O, 1) se consideră punctele A1, A2, A3 ale căror afixe sunt rădăcinile cubice
ale unităt,ii s, i punctele B1, B2, B3 de afixe b1, b2, b3. Fie C1, C2, C3 proiect, iile
punctelor B1, B2, B3 pe dreptele A2A3, A3A1, A1A2.

Să se demonstreze că, dacă b1b2b3 = 1, atunci perpendicularele duse
C1, C2, C3 pe B2B3, B3B1, B1B2 sunt concurente ı̂n mijlocul segmentului
OHB , unde HB este ortocentrul triunghiului B1B2B3.
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Figura 2

Solut,ia completă a problemei se găses,te ı̂n GM. 5/2019 s, i nu o mai
reproducem aici, fiind asemănătoare cu solut, ia problemei precedente. �

Să observăm că ı̂n ambele probleme triunghiurile A1A2A3 s, i B1B2B3

sunt triunghiuri S, pentru că a1a2a3 = b1b2b3, iar perpendicularele din P1,
P2, respectiv P3 pe B2B3, B3B1, respectiv B1B2 din prima problemă s, i
perpendicularele din C1, C2, respectiv C3 pe B2B3, B3B1, respectiv B1B2

din a doua problemă sunt drepte Wallace-Simson caracterizate prin punct (o
proiect, ie) s, i pantă datorită proprietăt, ilor triunghiurilor S (nu prin teorema
celor trei proiect, ii coliniare).

În prima problemă, unui triunghi oarecare A1A2A3 i se atas,ează tri-
unghiul echilateral unic B1B2B3 cu care se află ı̂n relat, ia S, iar ı̂n a doua
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problemă triunghiului echilateral A1A2A3 i se asociază un triunghi B1B2B3

fat, ă de care este triunghi S.

3. Derivatul echilateral al unui triunghi dat

După cum s-a văzut ı̂n prima problemă, dându-se un triunghi oare-
care A1A2A3 ı̂nscris ı̂n cercul unitate C(O, 1) cu afixele vârfurilor a1, a2, a3,
atunci există un triunghi echilateral B1B2B3 cu afixele vârfurilor rădăcinile
complexe ale ecuat, iei z3 = a1a2a3, triunghiurile A1A2A3 s, i B1B2B3 fiind
triunghiuri S. Punctele B1, B2, B3 se numesc punctele lui Boutin [3], [10],
iar triunghiul echilateral B1B2B3 este cunoscut ı̂n literatura de specialitate
cu denumirile ,,the equilateral derivative of a triangle” sau ,,mean triangle”
[11].

Vom prezenta ı̂n final o abordare sintetică a existent,ei s,i ,,construct, iei”
acestui reprezentant special al unei clase de echivalent, ă S a unui triunghi
oarecare.

Teoremă. Fie A1A2A3 un triunghi oarecare. Bisectoarele interioare ale
unghiurilor A1, A2, respectiv A3 intersectează a doua oară cercul circumscris
triunghiului A1A2A3 ı̂n punctele A′

1, A
′
2, respectiv A′

3. Fie A′′
1, A

′′
2, respectiv

A′′
3 punctele diametral opuse punctelor A′

1, A′
2, respectiv A′

3. Considerăm

punctele B1, B2, respectiv B3 astfel ı̂ncât m(
�
A′′

1B1) =
1

3
m(

�
A′′A), m(

�
A′′

2B2) =

1

3
m(

�
A′′

2A2) s,i m(
�
A′′

3B3) =
1

3
m(

�
A′′

3A3).

Atunci :
i) triunghiurile A1A2A3 s,i A′′

1A
′′
2A

′′
3 sunt triunghiuri S (fig. 3);

ii) triunghiurile A1A2A3 s,i B1B2B3 sunt triunghiuri S;
iii) triunghiul B1B2B3 este echilateral (fig. 4).
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A''3I

A''1B1

O
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A''2 A'1
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A'3

A'2

A''3I

A1
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Figura 3 Figura 4

Demonstrat,ie. i) În figura 3 avem

m(�A′
1) = m(�A′

1A1O) = m(�A2A1O)−m(�A2A1A
′
1)

= 90◦ −m(�A3)− 1

2
m(�A1).

Analog
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m(�A′
2) =

1

2
m(�A2)− 90◦ +m(�A1)

s,i

m(�A′
3) = 90◦ −m(�A1)− 1

2
m(�A3).

Vom verifica relat, ia

m(
�
A1A

′′
1) = m(

�
A2A

′′
2) + m(

�
A3A

′′
3) (7)

care, având ı̂n vedere orientarea celor trei arce este echivalentă cu condit, ia

m(
�
A1A

′′
1) + m(

�
A2A

′′
2) + m(

�
A3A

′′
3) ≡ 0 (mod 2π).

m(
�
A1A

′′
1) = m(

�
A2A

′′
2) + m(

�
A3A

′′
3) ⇐⇒ m(�A′

1) = m(�A′
2) + m(�A′

3)

⇐⇒ 90◦ −m(�A3)− 1

2
m(�A1) =

1

2
m(�A2)− 90◦ +m(�A1)

+90◦ −m(�A1)− 1

2
m(�A3)

⇐⇒ 90◦ =
1

2
[m(�A1) + m(�A2) + m(�A3)]

⇐⇒ 90◦ = 90◦.
Prin urmare, condit, ia (7) fiind ı̂ndeplinită, rezultă că triunghiurile A1A2A3

s,i A′′
1A

′′
2A

′′
3 sunt triunghiuri S.

ii) m(
�
A1B1) + m(

�
A2B2) + m(

�
A3B3)

=
2

3
(m(

�
A1A

′′
1 +m(

�
A2A

′′
2) + m(

�
A3A

′′
3) ≡ 0 (mod 2π).

Deci triunghiurile A1A2A3 s, i B1B2B3 sunt triunghiuri S.

iii) În figura 4 avem

m(�A1OA′′
1) = 2m(�A′

1) = 180◦ − 2m(�A3)−m(�A1).

m(�A1OB1) =
2

3
m(�A1OA′′

1) =
2

3
[180◦ − 2m(�A3)−m(�A1)]

= 120◦ − 4

3
m(�A3)− 2

3
m(�A1).

Analog

m(�A2OB2) =
2

3
m(�A2)− 120◦ +

4

3
m(�A1).

Rezultă

m(�B1OB2) = m(�A1OB1) + m(�A1OA2) + m(�A2OB2)

= 120◦ − 4

3
m(�A3)− 2

3
m(�A1)

+ 2m(�A3) +
2

3
m(�A2)− 120◦ +

4

3
m(�A1)

=
2

3
[m(�A1) + m(�A2) + m(�A3)] = 120◦.

Analog
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m(�B2OB3) = m(�B3OB1) = 120◦.
Prin urmare triunghiul B1B2B3 este echilateral.
Observat, ii.
1. A1A

′′
1 , A2A

′′
2, A3A

′′
3 sunt bisectoarele exterioare ale unghiurilor tri-

unghiului A1A2A3.
2. ,,Construct,ia” triunghiului echilateral B1B2B3 este virtuală, nepu-

tându-se efectua cu rigla s, i compasul (imposibilitatea trisect, iunii unghiului).

3. În cazul triunghiului ortic A1A2A3 al triunghiului oarecare T1T2T3,
triunghiul asociat A′′

1A
′′
2A

′′
3 este chiar triunghiul median (fig. 5).

A''1A1 B1

A''2

B2

A2A'1

A3

A''3

B3

T1

T2 T3

H

O

Figura 5

Într-adevăr, bisectoarea unghiului A1 este ı̂nălt, ime ı̂n triunghiul T1T2T3

s,i intersectează a doua oară cercul celor nouă puncte ı̂n A′
1, care este mijlocul

segmentului T1H (unde H este ortocentrul triunghiului T1T2T3 s, i totodată
centrul cercului ı̂nscris al triunghiului ortic A1A2A3). Punctul diametral opus
lui A′

1 este mijlocul laturii T2T3, adică punctul A′′
1.
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[2] D. Andrica, Cs. Varga, D. Văcăret,u, Teme s,i Probleme Alese de Geometrie, Ed. Plus,
Bucures,ti, 2002.

[3] R. Deaux, Introduction to the Geometry of Complex Numbers, Dover Publications, Inc.
Mineola, New York, 2008.

[4] Hahn Liang-Shin, Complex Numbers and Geometry, The Mathematical Association of
America, 1994.
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ACT, IUNI DE GRUPURI

Tudor Păis,anu
1)

În această lect, ie vom prezenta un concept fundamental ı̂n Teoria Gru-
purilor: act, iunile grupurilor pe mult,imi. Ca aplicat, ii, vom rezolva câteva

probleme de concurs. În afara de faptul că, pe această cale, putem obt,ine
solut, ii mai rapide, obi,nem o ı̂nt,elegere mai adâncă a fenomenelor studiate.

Not,iuni introductive

Vom ı̂ncepe prin a enunt,a principalele not, iuni de care vom avea nevoie
pe parcursul articolului. Vom nota cu SA grupul simetric al mult,imii A
(grupul permutărilor pe A), cu H � G faptul că H este un subgrup al lui G
s,i cu H � G faptul că H este un subgrup normal al lui G.

Definit, ie. Fie grupul G s, i mult, imea nevidă A. Numim act,iune a lui
G pe A o operat, ie binară · : G×A → A cu următoarele proprietăt,i:

a) e · a = a,∀a ∈ A, unde e este elementul neutru al grupului;
b) g1 · (g2 · a) = (g1g2) · a,∀a ∈ A, g1, g2 ∈ G.

Propozit, ie. Fie grupul G care act, ionează pe mult,imea nevidă A.
Atunci πg : A → A, πg(a) = g · a este o permutare.

Mai mult, ϕ : G → SA, ϕ(g) = πg este un morfism de grupuri s, i,
reciproc, orice astfel de morfism induce o act, iune a lui G pe A.

Demonstrat,ie. Din definit,ia unei act, iuni avem πg ◦πh = πgh s,i πe = idA,
de unde rezultă us,or toate afirmat,iile din propozit,ie. �

Vom identifica adesea act, iunea cu morfismul dat de aceasta. Ca atare,
prin nucleul unei act, iuni vom ı̂nt,elege nucleul morfismului indus de aceasta:
{g ∈ G | πg = idA}.

Pe parcursul următoarelor definit,ii, propozit,ii s,i teoreme considerăm
grupul G care act, ionează pe o mult,ime nevidă A s, i ϕ morfismul asociat
acesteia.

Pentru g ∈ G notăm Fix g = {a ∈ A | g · a = a} mult,imea punctelor
fixe ale lui g.

Pentru a ∈ A notăm StabG(a) = {g ∈ G | g · a = a} stabilizatorul lui a.

Observat, ie. Pentru orice a ∈ A, StabG(a) este subgrup al lui G.

1)Elev, Liceul Nat, ional, Bucures,ti


