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x2(x− y)(x− 2y) + y2(y − z)(y − 2z) + z2(z − x)(z − 2x) � 0,
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x2 + y2 + z2 �
√

3(x3y + y3z + z3x).
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(x2+y2+z2)2−3(x3y+y3z+z3x) =
1

2

∑
cic

(x2−2xy+yz−z2+zx)2 � 0. (1)
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*�9�� �+ x+y+z �= 0� 1���
��; �������� �; ����� ���
� �� ��� (1) 	���
�������� ����� � �
���� 4� ���� �
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���;@��� �; x + y + z = 3� (��;� x − 1 = a� y − 1 = b A� z − 1 = c� ������
a+ b+ c = 0� x = a+ 1� y = b+ 1 A� z = c+ 1�

�	���� '�) ����

(a2 + b2 + c2 + 3)2 � 3
∑
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(a+ 1)3(b+ 1). (2)

1�

(a+ 1)3(b+ 1) + (b+ 1)3(c+ 1) + (c+ 1)3(a+ 1) = a3b+ b3c+ c3a+

+a3 + b3 + c3 + 3(a2b+ b2c+ c2a+ a2 + b2 + c2 + ab+ bc+ ca+ 3).

1�� a2+ b2+ c2+2(ab+ bc+ ca) = 0 ��@��� ab+ bc+ ca = −(a2+ b2+
c2)/2 � 0� ��
 ��� a3+b3+c3−3abc = (a+b+c)(a2+b2+c2−ab−bc−ca) = 0
��@��� a3 + b3 + c3 = 3abc�

1 �	���� ��� ��
���� (a3b + b3c + c3a) − (ab3 + bc3 + ca3) =
(a+ b+ c)(a− b)(a− c)(b− c) A� (a3b+ b3c+ c3a)+(ab3+ bc3+ ca3) = (a+ b+

c)(a3+b3+c3)−(a4+b4+c4) ��@��� a3b+b3c+c3a = −1

2
(a4+b4+c4)� ��
 ���

2(a2b2+b2c2+c2a2)−(a4+b4+c4) = (a+b+c)(−a+b+c)(a−b+c)(a+b−c)
��@��� 2(a2b2 + b2c2 + c2a2) = a4 + b4 + c4�

1��� ���������� (2) ���� ��������; ��

18(a2b+ b2c+ c2a+ abc) � 3(a2 + b2 + c2) + 7(a4 + b4 + c4). (3)
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∣∣∣∣∣∣ ,
��� Sk = ak + bk + ck� k = 1, 2, 3, 4� �	����

[(a− b)(a− c)(b− c)]2 = 3S2S4 + 2S1S2S3 − (S3
2 + 3S2

3 + S2
1S4). (∗)

*�� S1 = 0� >�������� >� (∗) ��@���
[(a− b)(a− c)(b − c)]2 = 3S2S4 − (S3

2 + 3S2
3).

0� S2 = 6q2� �� q � 0� ������ S3 = 3p� �� p = abc 	� S4 = 18q4� ���

[(a− b)(a− c)(b− c)]2 = 108q6 − 27p2 = 27(4q6 − p2).
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�;� � ���� �; −2q3 � p � 2q3�
C��
� q = 0� a = b = c = 0� ��� �� ��� � ����	�
��
C��
� q > 0� ���������� (3) ���� ��������; ��

a2b+ b2c+ c2a+ p � q2 + 7q4. (4)

1�
 (a− b)(a− c)(b− c) = (a2b+ b2c+ c2a)− (ab2 + bc2 + ca2)� ���

|(a2b+ b2c+ c2a)− (ab2 + bc2 + ca2)| =
√

27(4q6 − p2);



�#� �������� 	� 
��� ����������

� �	����

(a2b+ b2c+ c2a)+ (ab2 + bc2 + ca2) = (a+ b+ c)(ab+ bc+ ca)− 3abc = −3p.
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	���� a = max{a, b, c}�
*�9�� ���+ b � c� 1�� (a− b)(a− c)(b− c) � 0 
�	 (a2b+ b2c+ c2a)−

(ab2+bc2+ca2) = −√27(4q6 − p2) A�� ��� (a2b+b2c+c2a)+(ab2+bc2+ca2) =
−3p� ��@���

a2b+ b2c+ c2a+ p = −p+
√

27(4q6 − p2)

2
.

*��	��
;� ����@�� f : [−2q3, 2q3] → R� f(x) = −x −√27(4q6 − x2)�

��� f ′(x) = −1+
27x√

27(4q6 − x2)
� x ∈ (−2q3, 2q3)� D����� ����� �
���� 	�

x0 = q3/
√
7� *�� f ′(0) = −1 < 0 	� f ′(2q3 − 0) = +∞ > 0� ����� �;

max f ∈ {f(−2q3), f(2q3)} = 2q3� �	���� >� ��	� ��9� a2b+b2c+c2a+abc �
q3 < q2 + 7q4�
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�	 (a2b+ b2c+ c2a)−
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√
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−3p� ��@���

a2b+ b2c+ c2a+ p =
−p+

√
27(4q6 − p2)
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√
27(4q6 − x2)�

x ∈ [−2q3, 2q3]� ������ f ′(x) = −1− 27x√
27(4q6 − x2)
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√
7� *�� f ′(0) = −1 < 0 A� f ′(−2q3+0) = +∞ >

0� ����� �� max f = f(−q3/
√
7) = 4q3

√
7� �	���� >� ��	� ��9 ���

a2b+ b2c+ c2a+ abc � 2q3
√
7� *�� q2 + 7q4 − 2q3

√
7 = q2(q

√
7− 1)2 � 0�
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*�9�� ��+ x+y+z = 0� 1 ��� 	�	� x3y+y3z+z3x = −(x4+y4+z4)/2 �

0� � ��� (x2 + y2 + z2)2 � 3(x3y + y3z + z3x)� �
0� α > β > γ 
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7� �� � �
��9; vp(n)� �� p �
�� A� n ∈ Z∗� �� �	��� ,�������
��� p >� �	������
� >� �����
� �
��� � ��� |n|� ���; p | n� A� 0 >� ��9 ����
�
�
7� ��� �����@����� ����� vp(0) = ∞�


��� �	 0� n �� ���;
 ����
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 �
�� '�� ���;
��
����
) ��
 �� >� ����� � n� 1��; x A� y 	��� ���
 >��
�� �����9���� ��
p� �	��� �� p | x− y� ������

vp(x
n − yn) = vp(x− y).
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 �
��
'�� ���;
�� ����
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 �� >� ����� � n� 1��; x A� y 	��� ���
 >��
��
�����9���� �� p� �	��� �� p | x+ y� ������

vp(x
n + yn) = vp(x+ y).
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�� ���� A� p �� ���;
 �
�� ����
�
1��; x A� y 	��� ���
 >��
�� �����9���� �� p� �	��� �� p | x− y� ������

vp(x
n − yn) = vp(x− y) + vp(n).
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 �
��
����
� 1��; x A� y 	��� ���
 >��
�� �����9���� �� p� �	��� �� p | x+ y�
������

vp(x
n + yn) = vp(x+ y) + vp(n).

������ �	 0� n �� ���;
 ����
�� ����� ��
 x A� y ���; ���

>��
�� ����
 �	��� �� 4 | x− y. ������

v2(x
n − yn) = v2(x− y) + v2(n).

���������� �	 0� n �� ���;
 ����
�� ��
 ����� ��
 x A� y ���;
���
 >��
�� ����
� ������

v2(x
n − yn) = v2(x− y) + v2(x+ y) + v2(n)− 1.
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