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Abstract. The purpose of this article is to show a new proof for an (not
so) old problem from Gazeta Matematica.
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In Gazeta Matematici nr.7-8/1992 a aparut urmatoarea problema, sem-
nata de Vasile Cirtoaje.

Daca x, y si z sunt numere pozitive, atunci
2%z —y)(x = 2y) + ¥y — 2)(y — 22) + 22(z — 2) (2 — 22) > 0,
sau, intr-o forma mai slaba: daca x, y st 2 sunt numere pozitive, atunci
2? + 2+ 2% > \/3(x3y + y3z + ).

Data fiind forma extrem de interesanta a problemei, in timp au fost
gasite diverse demonstratii.
Cea mai spectaculoasa este, poate:

(2 +y%+22)2 = 3(a3y+yP2+232) = L Z(w2 —2ay+yz—22+2x)? > 0. (1)
2 cic
Formula de mai sus nu numai ca demonstreaza problema, dar, de aseme-
nea, sugereaza si alte cazuri de realizare a egalitatii decat cel trivial.
In cele ce urmeazi prezentam o noud demonstratie, care poate constitui
un punct de plecare in studiul inegalitatilor omogene ciclice.
Vom demonstra agadar ca, daca x, y si z sunt numere reale, atunci are

loc (1).

1)Profesor, Colegiul National ,Traian“, Drobeta-Turnu Severin.
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Cazul I: x +y+ z # 0. Datorita faptului ca ambii membri ai lui (1) sunt
polinoame omogene de gradul 4, putem presupune, fara restingerea genera-
litdtii, ci . +y+2=3. Notamx — 1 =a,y—1=>bgi 2z — 1 = ¢. Atunci
a+b+c=0,z=a+1,y=b+1giz=c+ 1.

Astfel, (1) devine

(@®+0*++3)°>3> (a+1)°(b+1). (2)
cic
Dar
(a+120b+1)+b+1)°(c+1)+ (c+1)*(a+1) = a®b+ b’c+ Pat
+a® + b+ +3(a*b 4+ Ve + ata? + b2+ +ab+betca+ 3).

Din a?+b? +c? +2(ab+bc+ ca) = 0 obtinem ab+ bc+ca = —(a? +b* +
c?)/2 <0, iar din a®+ 6>+ —3abc = (a+b+c)(a® +b*+c* —ab—bc—ca) = 0
obtinem a® + b% + ¢* = 3abe.

De asemenea, din formulele (a®b + b3c + c*a) — (ab® + bc® + ca®) =
(a+b+c)(a—b)(a—c)(b—c) si (a®b+bPc+Ba) + (ab® +be3 +cad) = (a+b+

1
c)(a®+b3+c3)—(a* +b* +c*) obtinem a®b+b3c+cPa = —§(a4—|—b4+c4), iar din
2(a?b? +b2c® +c?a?) — (a* +b* +ct) = (a+b+c)(—a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
obtinem 2(a?b? + b?c? + c?a?) = a* + b* + .

Deci, inegalitatea (2) devine echivalentd cu

18(a?b + b*c + c*a + abe) < 3(a® +0* + ) + 7(a* +b* + ). (3)

S& remarcam ca

11 12 |1 1 1|11 a @ |3 S S
[(a=b)(a—c)(b—c)*=]a b c| =|a b c||l b b*|=1|S1 So Ss
a? bv* A2 a? v A1l e 2 Sy S3 Sy

unde S, = a* + V¥ + ¥, k=1,2,3,4. Astfel,
[(@ —b)(a —c)(b—c)]* = 3525, + 2515253 — (S5 4+ 352 + S254). (%)
Cum S =0, inlocuind in (%) obtinem
[(@a —b)(a —c)(b—c)]* = 3528, — (S5 + 353).
Fie Sy = 6¢%, cu ¢ > 0. Atunci S35 = 3p, cu p = abe si Sy = 18¢*, deci
[(@ —b)(a —c)(b—c)]* = 108¢° — 27p* = 27(4¢° — p?).

Observam de aici ca —2¢% < p < 2¢°.
Pentru ¢ =0, a = b = ¢ = 0, deci nu avem ce demonstra.
Pentru g > 0, inegalitatea (3) devine echivalentd cu

a®b + bc+ Pa+p < ¢+ ¢t (4)
Dar (a — b)(a — ¢)(b — ¢) = (a*b + b*c + c?a) — (ab® + bc? + ca?), deci
(a2b + b2c + 2a) — (ab® + bc? + ca®)| = /27(4¢0 — p?);
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de asemenea,
(a®b+ b c+ c*a) + (ab® + bc?® + ca?) = (a+ b+ c)(ab+ be+ ca) — 3abe = —3p.

Fard pierderea generalititii, putem presupune a = max{a, b, c}.

Cazul I.1: b < c. Din (a —b)(a —¢)(b— ¢) < 0 reiese (a?b+ b*c+ c?a) —
(ab?+bc?+ca?) = —/27(4¢% — p?) si, cum (a?b+b%c+c2a)+(ab?*+bc*+ca?) =
—3p, obtinem

27(4¢% — p?
a2b+b20+02a+p:—p+ (4q P).

2
Consideram functia f : [-2¢3,2¢%] = R, f(z) = —x — \/27(4¢° — z2).
27
Avem f'(z) = -1+ —:c, r € (—2¢3,2¢%). Unicul punct critic este

/27(4¢% — 22)
o = ¢*/v/7. Cum f'(0) = —1 < 0 si f/(2¢®> — 0) = +o0o0 > 0, deducem ca
max f € {f(—2¢%), f(2¢3)} = 2¢3. Astfel, in acest caz, a’b+b?c+ c2a+abe <
@ < ¢+ 7¢%
Cazul 1.2: b > c. Din (a —b)(a —¢)(b— ¢) = 0 reiese (a®b+ b*c+ c?a) —
(ab?+bc®+ca?) = /27(4¢% — p?) si, cum (a®b+b%c+c2a)+ (ab®+bc+ca?) =
—3p, obtinem

a®b+ b+ Fa+p=

—p+/27(4¢° — p?)
5 .

Consideram functia f : [~2¢3,2¢%] — R, f(z) = —x + /27(4¢° — 22),
3 0.3 e 27x 3 0.3 .

x € [—2¢°,2¢°]. Atunci f'(x) 1 2740 _x2),:c € (—2¢°,2¢”). Unicul
punct critic este zg = —¢3/v/7. Cum f'(0) = —1 < 0si f/'(—2¢>+0) = +o00 >
0, deducem ca max f = f(—¢*/V/7) = 4¢>V/7. Astfel, in acest caz avem
a®b + b?c + ?a + abe < 2¢°V7. Cum ¢ + 7¢* — 2¢3V7 = ¢*(¢v/7T—1)? > 0,
demonstratia lui (4) este incheiata.

Cazul II: z+y+2 = 0. De mai sus, 23y +y°2z+23z = —(2* +y*+24)/2 <
0, de unde (22 + 32 + 22)? > 3(z3y + >z + 232). O

Fie a > B > v radicinile ecuatiei 492% — 21z + 1 = 0. De mai sus
deducem ca egalitatea are loc pentru tripletele (0,0,0), precum si (o, 8,7) si
permutarile circulare ale sale. Agadar, inegalitatea initiald devine egalitate gi
in alte puncte decat cel trivial.

In incheiere, lasam in seama cititorului demonstrarea faptului ci valori-

le netriviale in care se atinge egalitatea sunt direct proportionale cu tripletul

) 4m ) 2m .o (T o - . .
sin - ) sin - ) sin (7), sau cu permutarile sale circulare, i.e. cu

pitratele laturilor unui triunghi heptagonal — un alt aspect fascinant al acestei
probleme.
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