
�� ������ � �
������ � �
�� �������� �� ��������� 2%

(a, b)� ���� ������	��� ���#�� α ↘ a� 
$�����∣∣∣ ∫ b

α
(b− x)2(b+ a− 2x)f ′(x)dx| � (b− a)5

180
· max
a�t�b

|f ′′′(t)|,
���	 �� ���� �	∣∣∣ ∫ b

a
(b− x)(2b+ a− 3x)f(x)dx

∣∣∣ � (b− a)5

360
max
a�t�b

|f ′′′(t)|.
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�� K �� ���� �� q = pn ��������� ���� p � ����� �	� n ∈ N �� n ≥ 2�
������ a ∈ K 	�����	� �� �������� ��������� fa = Xq − X + a� �� ��

����������� ��*
	. f1 ������ ��������� f = (Xp −X)q − (Xp −X)+
$. fa 	�� ��� ��
�� pn−1 �������� ������������� ��	����	
� ��� ���� ��� ��

�����������	���

!����� �
������������� ���
����� �� �
����	 ��
5��	��9�

�)-�������
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	. 4��� ��	� �� p = char(K) ��� ��
	���� Ci
q ≡ 0 (mod p) ������

i = 0, 1, . . . , q − 1� 
$�����

f = (Xp −X)q − (Xp −X) =

q∑
i=0

(−1)iCi
qX

p(q−i)Xi − (Xp −X)

= Xpq −Xq −Xp +X
/�� �
	�� �����	 ��
$���	 �� ������ q �	� �������� Xq 	� 	����	 �� ������
> �� ��
�
��	��� ����� �� 	���� �	
� p = 2� ���� −1 = 1 ∈ K.� �� �
�����	���
f = Xpq −Xp + 1 −Xq +X − 1 = (Xq −X + 1)p − (Xq −X + 1)� ���	 ��
�	�� ��	� �	���� �� f1 ������ f �

$. ����
f0 = Xq −X =

∏
α∈K

(X − b),

���� f0 ���� ��
����� 	 q �	��
�� �� ��	��� ,� ��	�
��	�� �
� �#�� �
� �� ����
��
$����	���

!����� a ∈ K∗� 
$������ �� fa(aX) = af1(X)� ���� ���� ��5����� ��
���
������ ��
���	��� ������ a = 1� !����� 	��	��	� ��� 	. 	��� f1 = (f1, f)
/����� �	 �� 
$����� �
�	��	 (u, v) �������	
� ��� �	� �	�� ����

� �
��� 	�
�
���
	���
� u� v.� 7	� ����� �
�#�� g = Xp − X 	��� �� f = gq − g =∏
α∈K

(g − α)� ������� f1 =

(
f1,
∏
α∈K

(g − α)

)
=
∏
α∈K

(f1, g − α)� ��
	����

deg(f1, g − α) ≤ deg(g − α) = p ������� �� 5��	�� �	��
� ��������$�� 	� ���
f1 	�� ��	� ��� ���� p� ���� �)���� ��� ����� pn−1 	������	 �	��
��� /g − α ��
g − β ���� �
������ 
���	�� 	� 5 α �= β ∈ K� ���� �	��
��� ���� ��	�
��	�� ��
����
�$����	��.� �

=� �	 �������	 �� �������	� �	���	 	 �
�	 	 ��
$������ �� ������ �� �
�
���
����	 ���	�
��� ��
���	��

���������� 	
 !����� a ∈ K∗� fa 	�� �)	�� pn−1 �	��
�� ��������$���
��	�
��	�� �� ����
�$����	���

��������	
��� ��� G ∈ K[X] �� �	��
� ��������$�� 	� ��� fa� �� ��	�
m� �� 5� ξ ∈ K 
 �������� 	 ��� G� ������� ξ � �������� �� ������ fa� ����
ξq = ξ − a� �	�� ������� ξq

2
= (ξq − a)q = ξq − a� ���	��	 �� ����� �� ���


�	��� �� ξq � �� 	������	 
 �������� 	 ��� fa/ �� ��
���� ��	���	� �� ξq 	�
5 
 �������� 	 ��� G� ���� �
��	� 	��	 �
� ���
����	?.� !� �� 	��� �	����
ξq

2
= ξq − a = ξ − 2a� ,���#��� ����� �� ξq

k
� �������� 	 ��� fa ������ 
����

k ∈ N �� ξq
k
= ξ − ka� ��
	���� char(K) = p� ���������� ξq

k
���� ���������

�
�� �#�� �
�� ������ k ∈ {0, 1, . . . , p − 1} �� ξqp = ξ� @���#�� �� �)�����	
K(ξ)� �����	 ���	��� �� ����� �� 
������ γ 	� ��� ξ �� ������ �� qp − 1� !� ��
	��� �	���� |K(ξ)| = qm� �� m ∈ N∗� ���	 �� �� ����� �� γ ������ qm − 1�
������� γ|(qp − 1, qm − 1) = q(p,m) − 1�

�	�� (p,m) = 1 	����� γ|q − 1 �	�� ������	 ξq = ξ �� ���� fa(ξ) = a�
���	 �� �
���	
��� �	���� �� ξ � 
 �������	 	 ��� fa� ������ 
$����� �� p|m�
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(� 
$������ �� ���	� ����	 
��� 	���* 	� 
$����� m ≥ p� ���� degG ≥
p� ���� ��� ����	 �
����� ���
���	�� ���� �� ��	��� 
������� �	��
� ��������$��
	� ��� fa � ��� ���� p� 	����� ��� �� �	��� ��	��� 5������ 	����� �� �
���
� ����
�)	�� p� &
��������� ����� �� �����
��� 	������� ������ ���
���	� �	�
����
������

������ �	��� 	 �	������ �� �� 	����	
� ���
� �	 ����	 �
����� ���
���	��
/�����	 ���
� 6 	�������� �
����� �������� �
	�� ����	 �����5��	��.� �	� �� 	
�	������ �� ���� �� ������ �	� ����� 	������ 	�� 
$������
� �����	���

(� �
������� 	��� �
���
��� H=

p−1∏
k=0

(X−ξpk)� A
� 	���	 �� H∈K[X]�

!����� 	��	��	� ������ H ��$ �
��	 H(X) =

p∑
i=0

(−1)iσiX
p−i� ����

σi =
∑

0≤k1<k2<...<ki≤p

ξq
k1+qk2+...+qki �

B��#������ �	 σq
i 	���

σq
i =

∑
0≤k1<k2<...<ki<p

ξq
1+k1+q1+k2+...+q1+ki �

�	�
���� �	������ �� ξq
p
= ξ 	���∑

0≤k1<k2<...<ki<p

ξq
1+k1+q1+k2+...+q1+ki =

=
∑

0≤k1<k2<...<ki<p

ξq
(1+k1) mod p+q(1+k2) mod p+...+q(1+ki) mod p

=

=
∑

0≤k1<k2<...<ki<p

ξq
k1+qk2+..+qki ,

���	 �� �� 	�	�� �� σq
i = σi� 	����� �� σi ∈ K� ∀i ∈ 0, p� ����H ∈ K[X] /�������

	�������� ���� �	�� �	$
��
�� ���� �
	� 
 �
��	��
	�� 	 �	������ �� �����#�� σi
�	 ������	 q �� �	��� ���#� �� ��	���	��� �)�
������ k1, k2, . . . , kn �� "� ���	
�� �� 	�����	
� �	�
	��	 ������ ������#� ����� ����	 �� �)�
������ �
���

p.� �� 5�	�� 	��� �� ξ � 
 �������� 	 ��� H ∈ K[X]� �	�� 5��� ��������$���
G � �
���
��� �����	� 	� ��� ξ ����� K� ���� G ������ H� ����� ����� ��
m = degG ≥ p = degH� ���	 �� �� 	�	�� �� G � 	�
��	� �� ����
�$����	�� ��
H �� degG = p� G 	 �
�� 	�$���	� 	���� 	����� �� 
���� �	��
� ��������$�� 	�
��� fa 	�� ��	��� p �� �
����
�
��� �� fa 	�� �)	�� pn−1 �	��
�� ��������$����
/!����� 	 �� �
������ �� �� �)���	 �
� �	��
�� 	�
��	�� �� ����
�$����	�� �����

$����	 �� f ′

a = −1� ���� fa � ��$�� �� ����	��.� �
���-���� �� �� ��
���	� 	����	 ��������$�������� ��
� �
���
	�� �� K[X]�

@������	 ������ ���� �
�� 	$
������ ������ �� ��������� ���� �	�� �� �������
��$����	��	 ��
� �
���
	�� �� �
��	 Xp −X + α ∈ K[X]� �����	������ �	��
gα =: Xp −X + α ������ f1 	����� gα � ��������$��� =� ��
����� 	����� ��
����� ������ �� α� ���� gα ��������$���
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!����� 	��	��	 ����
����� �
���
��� φ = X +Xp+Xp2 + . . .+Xpn−1
�

���������� �
 (�������� �������� α ������ �	�� gα �� � ��������$��
���� ���������� ��� φ�

��������	
��� (����	� �� ��	 ���	 �
�	 	$
��	�� ���
���	��� 5� G ��
�	��
� ��������$�� 	� ��� gα �� ξ ∈ K 
 �������� 	 ��� G� ��
	���� ξ ���� ��������
	 ��� gα� �	 ��� ���� �� ξq� ��� �� �����	� ξq

k
������ k ∈ N� ����� ����� ��

ξp
2
= ξp−αp = ξ−α−αp ��� ����#��� ξp

k
= ξ−α−αp−. . .−αpk−1

� ������� � ��	�
��� �	�� α � 
 �������� 	 ��� φ� 	����� ξq = ξ−φ(α) = ξ� ���� ξ ∈ K ��� �� �	���
�� �
	� �� gα �� � ��������$��� �� 	�� �
	�� ���������� �� K� (� �� ����� 	��� �	
ξq

i−ξq
j
� �� i < j� ����� ξq

j−ξq
i
= αpni

+αpn(i+1)
+. . .+αpnj−1

= (j−i)φ(α)�
���	��	 �� ����� �� ���
 �	��� ��� �	�� α �� � �������� 	 ��� φ� 	�����
ξ, ξq, . . . ξq

p−1
���� ���������� �� ���� 	�����	 ���� �
	�� ���������� ��� gα� �	��

�� �� 	��� �	��� �� ξq
p
= ξ� &	 �	� ��	����� �� ����� �	 
������ ��� ξ �� K(ξ)

�� ������� �� p|degG� �	� degG ≤ deg(gα) = p �� ���� G = gα �� gα ����
	����� ��������$���

�� ���
����	� 	����� �� ��������� α ∈ K ������ �	�� gα �� � ��������$��
�� 	C� ������� ���������� ��� φ� �����$	��	 �	�� �� ������ �	���	� ����* �	��
/�	� �#��. ������ ���������� ��� φ �� 	C�� ����� �� KD ���� �� ���
	���� 

�	�	�����
	�� 	 �
�� ����� ���
����	 �� �
	�� ���������� ��� φ ���� �� K� (�

$������ ��� ��� �
�� ��
	���� char(K = p) 	��� φ(x+y) = φ(x)+φ(y) /	�
�
�	� �
� �� φ �� ������	 �
���
��	�� 	�
��	��.� 	����� �� φ � �� ���
�
�5��
	� �������� (K,+)� !� ���
 �	���� 	��	��	 ����	��� �� φ(K) � �� ��$���� 	�
��� K� ��� �	� ����� ��� φ(x)p = φ(x)� ∀x ∈ K� 	��� |φ(K)| ≤ p /����������
	C#������ ������� ���������� �
���
����� Xp−X.� 4������� φ(K) �� � ������
�����	�� ���� 	����	 	�� �)	�� p ��������� ������#� 
������ ��� �� ������ �� ��� 	�
��� K� !� �� 	��� �	���� ��� ����	 ��
���� �� �

�
�5��� K/ ker(φ) ∼= Im(φ)�
�	�� �� 	�	�� 	��� �� | ker(φ)| = pn−1 = deg φ� ���	 �� ���-��� ���
����	��	�

�����������
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