O INTARIRE A UNEI PROBLEME DE OLIMPIADA
SErGIU Novac!)

Abstract. This article represents a continuation of a contest problem,
submitted at the Romanian National Olympiad. The problem asked the
contestants to show that a polynomial has at least a certain number of
irreducible factors; we show that the number of irreducible factors is pre-
cisely that number.
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In anul 2002 a fost propusi urmitoarea problema la ONM clasa a 12-a.

Fie K un corp cu g = p" elemente, unde p e prim, tarn € N cun > 2.
Pentru a € K arbitrar se defineste polinomul f, = X1 — X 4+ a. Sa se
demonstreze ca:

a) f1 divide polinomul f = (XP — X)) — (XP — X);

b) fu are cel putin p"~ ! divizori ireductibili, neasociati doi cite doi in
divizibilitate.

Pentru completitudine, prezentam si solutia ,,oficiala”.

DStudent.



70 ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

a) Este clar cd p = char(K) si, deoarece C!: = 0 (mod p) pentru
1=0,1,...,9 — 1, obtinem

q
f=(XP-X)1— (XP—X) =) (-1)'CiXP0 )X’ — (X - X)

i=0

=XP4— X1 - XP4+ X
(se poate ridica problema ca pentru ¢ par termenul X? ar apirea cu semnul
+ in dezvoltare, insd, in acest caz, p = 2, deci —1 = 1 € K). In continuare,
f=XPI—XP4+1-X14X-1=(X7—X+1)P—(X?7—X+1), ceea ce
face clar faptul ca f; divide f.
b) Avem
fo=X1—X=][(X 1),

acK
deci fj este produsul a ¢ factori de gradul I, neasociati doi cate doi in divizi-

bilitate.

Pentru a € K*, observam ca fq,(aX) = afi(X), deci este suficient sa
demonstram rezultatul pentru a = 1. Pentru aceasta, din a) avem f; = (f1, f)
(unde, ca de obicei, notatia (u,v) desemneaza cel mai mare divizor comun al
polinoamelor u, v). Mai mult, notand ¢ = X? — X avem cd f = g9 — g =

H(g—a). Astfel, f1 = (fl,H(g—a)> = H(fl,g—a). Deoarece

acK acK acK
deg(f1,9 — o) < deg(g — a) = p deducem ca fiecare factor ireductibil al lui

f1 are grad cel mult p, deci exista cel putin p”~! asemenea factori. (¢ — a si
g — B sunt coprime, orivare ar fi o # 8 € K, deci factorii sunt neasociati in
divizibilitate). O

Ne va interesa in principal partea a doua a problemei, in sensul ca vom
demonstra urmatorul rezultat.

Propozitia 1. Pentru a € K*, f, are exact p"~! factori ireductibili
neasociati in divizibilitate.

Demonstratie. Fie G € K[X] un factor ireductibil al lui f,, de grad
m, si fie ¢ € K o radicina a lui G. Atunci, ¢ e radicini si pentru f,, deci
&9 = £ — a, care implica 5‘12 = (£7—a)? = €7 — a. Aceasta ne spune pe de-o
parte ca &9 e de asemenea o radicind a lui f,( nu rezulta neaparat ca &7 ar
fi o radacina a lui G, insa tocmai asta vom demonstral). Pe de alta parte,
§q2 = (% —a =& — 2a. Iterdnd, vedem ca qu e radacina a lui f, pentru orice
k € Nsi qu = ¢ — ka. Deoarece char(K) = p, elementele qu sunt distincte
doua cate doud pentru k € {0,1,...,p — 1} si €9 = £, Lucrand in extensia
K(¢), ultima relatie ne spune ci ordinul « al lui & il divide pe ¢? — 1. Pe de
alta parte, |K(§)| = ¢™, cu m € N* ceea ce ne spune cd v divide ¢ — 1.
Astfel, v|(q? — 1,¢™ — 1) = g™ — 1.

Dacd (p,m) = 1 atunci 7|g — 1 care implica {7 = £ si deci f,(€) = a,
ceea ce contrazice faptul ca £ e o radicina a lui f,. Astfel obtinem ca p|m.
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Sa observam cad ne-am putea opri aici: am obtinut m > p, deci deg G >
p, insa din prima solutie prezentata gtim ca gradul oricarui factor ireductibil
al lui f, e cel mult p, astfel ca, de fapt, gradul fiecarui astfel de polinom este
exact p. Consideram, insa, cd urmatorul argument merita prezentat datorita
ingeniozitatii sale, a faptului cd nu apeleaza deloc la prima solutie prezentatd
(unirea celor 2 argumente complet diferite poate parea superficiald), dar si a
faptului ca pune in lumina mai multe aspecte ale obiectelor studiate.

p—1
Sa construim acum polinomul H = H(X—ﬁpk). Vom arata ca H € K[X].
k=0
p . .
Pentru aceasta, scriem H sub forma H(X) = Z(—l)ZJiXp_Z, unde
i=0

0<k1<ko<...<k;<p
Uitandu-ne la o} avem
I4ky 4 1+ko 14k,
ol = E fq +q +...+q i

K]
0<ki<ko<..<k;<p

Datorita faptului ca £9° = ¢ avem

Z §q1+k1+q1+k2+...+ql+ki _
0<ki<ko<...<k;<p
_ Z fq(1+k1) mod p+q(1+k2) mod p+___+q(1+ki) mod p _

0<ki<ks<..<k;<p

= > g a2 g
Y

0<ki<kz<..<k;<p

ceea ce ne aratd ci oy = o, astfel ca oy € K, Vi € 0,p, deci H € K[X] (ultimul
argument, degi pare laborios, este doar o formalizare a faptului ca ridicand o;
la puterea ¢ nu facem decat si translatam exponentii k1, ko, ..., k, cu 1, ceea
ce nu afecteaza valoarea sumei, intrucat putem lucra cu exponentii modulo
p). In final, avem ci & e o radicind a lui H € K[X], dar, fiind ireductibil,
G e polinomul minimal al lui £ peste K, deci G divide H. Avem, insd, cd
m = degG > p = deg H, ceea ce ne arata ca G e asociat in divizibilitate cu
H g degG = p. G a fost arbitrar ales, astfel ca orice factor ireductibil al
lui f, are gradul p si concluzionim ci f, are exact p" ! factori ireductibili.
(Pentru a ne convinge cé nu exista doi factori asociati in divizibilitate putem
observa cd f, = —1, deci f, e liber de patrate). a

Incheiem cu un rezultat asupra ireductibilititii unor polinoame in K[X].
Legatura dintre cele doua abordari, destul de diferite, este data de ireduc-
tubilitatea unor polinoame de forma X? — X + a € K[X]. Intr-adevir, daca
ga =: XP — X + « divide f; atunci g, e ireductibil. Ne propunem atunci sa
vedem pentru ce «, este g, ireductibil.



72 PENTRU CERCURILE DE ELEVI

n—1

Pentru aceasta introducem polinomul ¢ = X + X7 + X744 XP

Propozitia 2. Singurele elemente « pentru care g, nu e ireductibil
sunt radacinile lui ¢.

Demonstratie. Similar cu cea de-a doua abordare prezentata, fie G un
factor ireductibil al lui g, si ¢ € K o radacing a lui G. Deoarece € este radacina
a lui g,, la fel este gi &9, gi, in general qu pentru k € N. Avem, insi, ci
§p2 =P —alf = —a—aP i, iterdnd, fpk =f—a—aPl—.. —aP" Astfel, e clar
cd, daca o e o radicing a lui ¢, atunci €7 = E—¢(a) = &, deci € € K si, de fapt,
nu doar ci g, nu e iredictibil, ci are toate radicinile in K. Sa ne uitam acum la
¢ ¢ cui < . Avem, €9 —€7 = oP" +oP" "V 4 40P = (j—i)o(a).
Aceasta ne spune pe de-o parte cd, dacd « nu e radicina a lui ¢, atunci
£,E9 ... fqp_l sunt distincte, si deci acestea sunt toate radacinile lui g, dar,
pe de altd parte ci £€2° = ¢. Ca mai inainte, ne uitam la ordinul lui £ in K(€)
si deducem ca p|deg G, dar deg G < deg(g,) = p de unde G = g, si go este
astfel ireductibil.

Am demonstrat astfel ca singurele o € K pentru care g, nu e ireductibil
se afli printre radacinile lui ¢. Intrebarea care se ridica natural este: care
(sau cate) dintre radacinile lui ¢ se afld, insd, in K? Desi nu cunoagtem o
caracterizare a lor, putem demonstra ca toate riadacinile lui ¢ sunt in K. S&
observiam ci, din nou, deoarece char(K = p) avem ¢(z+vy) = ¢(z)+¢(y) (am
notat tot cu ¢ si functia polinomiald asociatd), astfel ca ¢ e un endomorfism
al grupului (K, +). Pe de-o parte, aceasta inseamna cd ¢(K) e un subgrup al
lui K, si, mai mult, cum ¢(z)P = ¢(x), Vo € K, avem |¢(K)| < p (elementele
aflandu-se printre radécinile polinomului X? — X). Evident, ¢(K) nu e grupul
trivial, deci acesta are exact p elemente, intrucat ordinul sau il divide pe cel al
lui K. Pe de altd parte, din prima teorema de izomorfism, K/ ker(¢) = Im(¢),
care ne arata acum ci | ker(¢)| = p"~! = deg ¢, ceea ce incheie demonstratia.
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