
534 Probleme propuse

b) Determinat, i valoarea lui x pentru care E(x) are cea mai mică valoare
posibilă.

10. Considerăm triunghiurile dreptunghice isoscele ABC s,i DBE, cu

ipotenuzele AC = 4
√
2 cm, respectiv ED = 8

√
2 cm, astfel ı̂ncât A, B s, i D

sunt coliniare ı̂n această ordine s, i C ∈ BE.
a) Aflat, i aria triunghiului AED.
b) Arătat, i că dreptele AE s, i CD sunt perpendiculare.
11. Triunghiurile ABC s,i ABD, situate ı̂n plane diferite, au AC = AD.

Dacă AE este bisectoarea unghiului BAC, E ∈ BC, s,i AF este bisectoarea
unghiului BAD, F ∈ BD, atunci arătat, i că EF ‖ (ACD) .

12. Considerăm piramida patrulateră regulată V ABCD cu baza pătra-
tul ABCD s, i fet,ele laterale triunghiuri echilaterale. M este mijlocul muchiei
V B s,i N este mijlocul muchiei V C. Arătat, i că:

a) Dreptele V A s,i V C sunt perpendiculare.
b) Dreptele AM s,i DN sunt concurente.
c) Dacă notăm cu P punctul de intersect, ie al dreptelor AM s, i DN ,

atunci dreapta V P este paralelă cu o dreaptă din planul (ABC).

Clasa a IX-a

13. Arătat, i că, dacă a, b ∈ (−1, 1), atunci s, i
a+ b

1 + ab
∈ (−1, 1) .

14. Arătat, i că, pentru orice n ∈ N
∗, avem:

a) 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n − 1) = n2;

b)
1

2
· 3
4
· 5
6
· . . . · 2n− 1

2n
<

1√
2n + 1

;

c) 13n + 7n − 2 se divide cu 6.

15. În câte moduri se pot as,eza 8 turnuri pe o tablă de s,ah, astfel
ı̂ncât să nu existe 2 care să se atace (adică să se găsească pe aceeas, i linie sau
coloană).

16. Fie ABCD un patrulater convex s,i M , N mijloacele laturilor AD,
respectiv BC.

a) Arătat, i că
−−→
MN =

1

2

(−−→
AB +

−−→
DC
)
.

b) Arătat, i că
−−→
MN =

1

2

(−→
AC +

−−→
DB
)
.

c) Arătat, i că, dacă AB ‖ CD, atunci MN ‖ AB s, i MN =
AB + CD

2
.

17. a) Fie ABCD un patrulater convex s, i punctele M s, i N mijloacele

diagonalelor AC, respectiv BD. Arătat, i că
−−→
MN =

1

2

(−−→
AB +

−−→
DC
)
.

b) Dacă ABCD este trapez de baze AB s, i CD, exprimat,i lungimea
segmentului MN ı̂n funct,ie de lungimile bazelor.

18. Considerăm triunghiul ABC s, i D ∈ BC astfel ı̂ncât
−−→
BD =

2

3
· −−→BC,

mediana CE, E ∈ AB s, i F mijlocul lui CE. Arătat, i că A,F,D sunt coliniare.
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Clasa a X-a

19. Arătat, i că, oricare ar fi z ∈ C, are loc relat, ia∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣2 + i ·
∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣2 − (1 + i) |z|2 − 1

4
(1 + i) = z.

20. Verificat, i identităt, ile:

a)

∣∣∣∣∣∣∣z2z1
∣∣∣ · z1 + ∣∣∣z1

z2

∣∣∣ · z2∣∣∣∣ = |z1 + z2|, oricare ar fi z1, z2 ∈ C
∗.

b) |z1 + z2|2 + |z1 − z2|2 = 2
(
|z1|2 + |z2|2

)
, oricare ar fi z1, z2 ∈ C.

c) |z1z2+1|2+ |z1−z2|2 = (|z1|2+1) · (|z2|2+1), oricare ar fi z1, z2 ∈ C.

21. Fie z ∈ C astfel ı̂ncât
∣∣∣z + 1

z

∣∣∣ = 2 . Aflat, i |z| .
22. Determinat, i numerele complexe z de modul 1 care verifică relat, ia∣∣z2 + z2
∣∣ = 2.

23. Fie z1, z2 ∈ C. Demonstrat, i inegalităt, ile:

a)

∣∣∣∣z1z2 + z1z2
2

∣∣∣∣ � |z1z2| .
b) ||z1| − |z2|| � |z1 ± z2| � |z1|+ |z2| .
24. Fie z ∈ C. Arătat, i că, dacă |z| < 1

2
, atunci

∣∣(1 + i) z3 + iz
∣∣ < 3

4
.

Clasa a XI-a

25. a) Calculat, i media aritmetică s, i media geometrică a următoarelor

n+ 1 numere: 1,
n− 1

n
,
n− 1

n
,
n− 1

n
, . . . ,

n− 1

n
.

b) Deducet, i că s, irul xn =

(
1 +

1

n

)n+1

este strict descrescător.

c) Calculat, i lim
n→∞xn .

26. Demonstrat, i că:

a)

(
1 +

1

n

)n

< e <

(
1 +

1

n

)n+1

.

b)
1

n+ 1
< ln (n+ 1)− lnn <

1

n
.

c)
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n+ 1
< ln (n+ 1) < 1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
.

d) lim
n→∞

(
1 +

1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n

)
= +∞.

27. Calculat, i lim
n→∞

(√
n+ 2 + 3

√
n+ 1− 4

√
n+ 3

)
.

28. Fie matricele A,B ∈ M2(C), A =

(−1 2
−3 4

)
, B =

(
5 −4
3 −2

)
.

Arătat, i că An −Bn = (2n − 1) (A−B) .


