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1. REZULTATE TEORETICE FOLOSITE

Definitii. O matrice A € M,,(C) se numeste matrice idempotenta (sau
matrice de proiectie) dacid A? = A.
O matrice A € M,,(C) se numeste matrice involutiva (sau matrice de
simetrie) daca A? = I,,.
Imaginea unei matrice A € M,,(C) este imaginea functiei liniare asoci-
ate, adica
ImA={A-X|XeM, (C)}
Multimea punctelor fixe ale unei matrice A € M,,(C) este multimea
punctelor fixe ale functiei liniare asociate, adica
Fix A={X e M, 1(C) | A- X =X}
Nucleul unei matrice A € M,,(C) este multimea
KerA={X e M, (C)| A - X =0}.
Propozitia 1. Daca A € M,,(C) este o matrice idempotenta, atunci:
1) Valorile proprii ale matricei A sunt 0 sau 1. (Singura matrice idempo-
tenta cu toate valorile proprii egale cu 0 este matricea O,, si singura matrice
idempotenta cu toate valorile proprii egale cu 1 este matricea Ip,).
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2) Matricea A este diagonalizabild, adica exista o matrice P € M,,(C)
inversabila astfel ca

Pl-A-P:[I(;“ S}ZJA,

unde k& = rangA = TrA este forma canonica Jordan a matricei A.

3) Im A = Fix A.

Propozitia 2. Daca A € M,,(C) este o matrice involutiva, atunci:

1) Valorile proprii sunt 1 sau —1.

2) Matricea A este diagonalizabila, adica exista o matrice P € M,,(C)
inversabila, astfel ca

1, 0

pPl.A.p=
|:0 —in—k

:|—JA7

unde k este numarul valorilor proprii egale cu 1, iar J4 este forma canonica
Jordan a matricei A.

Propozitia 3. 1) Daca A € M,,(C) este o matrice idempotenta, atunci
matricea B = 2A — I, este o matrice involutiva si avem:

FixA=FixB, KerA=InvB

unde InvB = {Y € M,,1(C) | B-Y = =Y} = Ker (B + I,,) este multimea
punctelor inversabile ale matricei B.

1
2) Daca B € M, (C) este o matrice involutiva, atunci A = §(In + B)
este o matrice idempotenta si
Fix A =FixB, KerA =InvB.

Observatia 4. Orice proiectie determina o simetrie si orice simetrie
determina o proiectie, legate prin relatiile:

1
S=2P—-1 si P:§(I—|—S),
Fix P=FixS si KerP =InvS.
2. PERECHI DE MATRICE IDEMPOTENTE CE REALIZEAZA

PARTITIA UNITATII

Propozitia 4. Daca matricele A, B € M,,(C) sunt idempotente, atunci
matricea A + B este idempotenta daca si numai daca

A-B=B-A=0,.
Demonstratie. (A+B)? = A+B <= A’+A-B+B-A+B*=A+B
< A-B+B-A=0.
Din ultima relatie rezulta
A-B-A=-B? A=-B-AsiA-B-A=-A*> B=—-A.B,
deci A-B=DB-Asiatunci 24A- B =0,deci A-B=DB-A=0.
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Propozitia 5. Daca A € M,,(C) este o matrice idempotenta, atunci
matricea B = I,, — A este idempotenta si avem

Ker A = Fix B si Fix A = Ker B.

(Se spune ca perechea (A, B) = (A, I, — A) realizeaza o partitie a unitatii in
matricea idempotenta).
Demonstratie. B>=1,—-2A+A?=1,—-2A+A=1,—A=B.
Avem:
e X1 €FixB «<— B - X=X < (In—A)Xl = X5

= A-X1=0 <= X;cKerd
e XoeKerB < B-X9=0 <<= ([,-4)-X2=0
<— A X9 =Xy <— X, € FixA.

Observatia 6. Daca A € M,(C) este o matrice involutiva, atunci
matricea B = —A este si ea involutiva si avem

Fix B =1Inv A, Inv B = Fix A.

3. PERECHI DE MATRICE IDEMPOTENTE CU ACELASI NUCLEU

Propozitia 7. Pentru o pereche de matrice (4, B) € M,,(C) x M,,(C),
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) A-B=Asi B-A=B;

b) A2 = A, B? = B si Ker A = Ker B.

Demonstratie. a) = b) Din relatia a;) rezultda A- B - A = A? si din ag)
rezulti A-B-A=A-B,deci A>=A- B = Asianalog B> = B.

Din ag) rezultd Ker A C Ker B si din a;) rezulta Ker B C Ker A.

b)=a)Avem A2=A < A-(A-1,)- X=0,V X € M, 1(C)

e (A-1I,) - X eKerA, VX « (A—1,) - X €KerB, ¥ X

e B(A-1,) X=0,VX < B-(A-1,)=0 « B-A=DB
si analog A- B = A.

Observatia 8. In conditiile Propozitiei 7, matricea A — B este nilpo-
tentd, mai exact (A — B)? = O,,.

4. PERECHI DE MATRICE IDEMPOTENTE CU ACEEASI IMAGINE

Propozitia 9. Pentru o pereche de matrice (A, B) € M,,(C) x M, (C),
urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) A-B=DBsi B-A=A;

b) A2=A, B>=BsilmA=1ImB.

Demonstratie. Folosim Propozitia 5.

FieC=1,—A, D=1,— B. Atunci:

A-B=B < C-D=CsiB-A=A < D -C=D,
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astfel ca perechea (C, D) verifica conditia a) din Propozitia 7, deci
C?=C,D*=DsiKerC =KerD <= FixA=FixB <= ImA=1ImB.

Observatia 10. In conditiile Propozitiei 9, matricea A — B este nilpo-
tentd, mai exact (4 — B)? = O,,.

5. PERECHI DE MATRICE INVOLUTIVE CU ACELEASTI PUNCTE FIXE

Propozitia 10. Pentru o pereche de matrice (4,B) € M,(C) x
M,,(C), urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) A-B+B-A=2I,5iA-B—B-A=2(B— A);

b) A? = B? = I,, si Fix A = Fix B.

Demonstratie. Prin substitutiile inspirate de Propozitia 3:

A=20-1, B=2D—1,
rezulta
C?=0C,D?=DsiFixC =ImC =Fix D =Im D,

deci sunt verificate ipotezele din Propozitia 9 pentru perechea (C, D), astfel
ca rezulta

C.-D=DsiD-C=C < A-B=1,+B—A

si

3

B-A=I,+A-B < A-B+B-A=2I,siA-B—BA=2(B- A).

6. PERECHI DE MATRICE INVOLUTIVE CU ACELEASI PUNCTE INVERSATE

Propozitia 11. Pentru o pereche de matrice (4,B) € M,(C) x
M, (C), urmatoarele afirmatii sunt echivalente:

a) A-B=A—B+1,siB-A=B—A+1I,;

b) A2 = B? = I, si Inv A = Inv B.

Demonstratie. Cu substitutiile A = —C' si B = —D, conditia a) devine
conditia a) din Propozitia 5.1, si atunci:

C? =D?=1,5i FixC =FixD <= Inv A = Inv B.
Observatia 12. In conditiile Propozitiei 11, rezult

(A—B)?=0,5si (A-B)?*+ (B-A)?=2I,.
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7. PERECHI DE MATRICE CU PATRATELE INVOLUTIVE

Propozitia 13. (Fuzhen Zhong, [2]) Daca A, B € M,,(C) sunt matrice
inversabile cu proprietatile

A-B-A=BsiB-A-B=A,

atunci matricele A% si B2 sunt involutive.
Demonstratie. Avem: A-B=B-A"1si A-B= B! A, deci

B-A'=B"1 A «— A%?=B2
Apoi
A=B-A-B=(A-B-A)-A-B=A-B-A>.B=A-B-B*>B=A.-B*
deci B* = I,, si analog A* = I,, sau (42%)2 = (B?)? = I,,.

8. PERECHI DE MATRICE CU ACELASTI RANG

Pentru o pereche de matrice (4, B) € M,(C) x M, (C), consideram
afirmatiile:

Al) A% B = A;

A2) B?. A= B;

A3) rangA = rangB.

Propozitia 14. Daca doua din afirmatiile A1), A2), A3) sunt adevéa-
rate, atunci toate trei sunt adevarate.

Demonstratie.

e Al) si A2) = A3).

Din A1), rangA = rangA?B < rangB si din A2), rangB < rangA, deci
obtinem A3).

o Al) si A3) = A2) (si, analog, A2) si A3) = Al).

Avem rangA > rangA? > rangA? - B = rangA, deci

rangA = rangA? <= rangJ, = rangJ3
(Ja este forma canonica Jordan a matricei A) <= J4 nu contine celule

Jordan cu zero pe diagonala de dimensiuni mai mari ca 1. Astfel, exista o
matrice inversabila A; € My (C), unde k = rangA, astfel ca

A0

(A; contine blocurile Jordan corespunzatoare valorilor proprii nenule).
Daci A=P-Ja-P7lsi B=P-B;- P! relatia Al) devine

A7 |0 By | B A |0
2 _ 1 . 11 12 | _ 1
A== [ e ] = o]

<~ A% - B = A1§1A% - Big = 0,
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deci By = Afl si Big = 0, astfel ca

-1
Bl_[Al 0 }

Bai | B2
si din rangB = rangB = rangA = k rezulta Bgy = 0 si se verifica relatia
B} Jy=B, — B*.A=B.

(rangB; = rang [ 0 [T, } - By =rang [ Bor | Bay ]

Iy, 0 In | 0O I, | 0

—rang[ By I = ] . [ Bor I By ] —rang[ 0 | By } = k +rangBa9).

Observatia 15. Daca in afirmatiile A1), A2), A3) transpunem relatiile
date sau trecem la adjuncta hermitiana, obtinem afirmatiile:

Al) Bt (Ah)? = A%

A2) A (B")? = BY;

A3) rangA! = rang B!
si renotand A* = C, B' = D, obtinem afirmatiile:

Bl) D-C? = C;

B2) C- D? = D;

B3) rangC = rangD
si propozitia asemanatoare ca daca doua din afirmatiile B1), B2), B3) sunt
adevarate, atunci toate sunt adevarate.

9. PROBLEME PROPUSE

Prezentam cateva probleme care se rezolva cu ajutorul celor expuse.
Problema 1. Fie A, B € M,,(C) astfel ca

A-B=AsiB-A=B (saud-B=Bsi B-A=A).
Aratati ca functia f: C — N,
f(t) =rang((1 —t)A+tB), t € C
este constanta.
Problema 2. Fie A, B € M,,(C) astfel ca
A-B+B-A=2I,siA-B—B-A=2(A—-B).
Aratati ca functia f : C = C,
f(t)=det((1—t)A+tB), teC
este constanta.
Problema 3. Fie A,B € M, (C). Aratati ca urmatoarele afirmatii
sunt echivalente:
a) (A—1,)(B+1,) =0, s (B—1,) - A= 0Oy;
b) A2 = A, B? =1, si Fix A = Fix B.
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