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1. Rezultate teoretice folosite

Definit, ii. O matrice A ∈ Mn(C) se numes,te matrice idempotentă (sau
matrice de proiect, ie) dacă A2 = A.

O matrice A ∈ Mn(C) se numes,te matrice involutivă (sau matrice de
simetrie) dacă A2 = In.

Imaginea unei matrice A ∈ Mn(C) este imaginea funct,iei liniare asoci-
ate, adică

ImA = {A ·X | X ∈ Mn,1(C)}.
Mult,imea punctelor fixe ale unei matrice A ∈ Mn(C) este mult,imea

punctelor fixe ale funct,iei liniare asociate, adică
FixA = {X ∈ Mn,1(C) | A ·X = X}.

Nucleul unei matrice A ∈ Mn(C) este mult,imea
KerA = {X ∈ Mn,1(C) | A ·X = 0}.

Propozit, ia 1. Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice idempotentă, atunci:
1) Valorile proprii ale matricei A sunt 0 sau 1. (Singura matrice idempo-

tentă cu toate valorile proprii egale cu 0 este matricea On s, i singura matrice
idempotentă cu toate valorile proprii egale cu 1 este matricea In).
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2) Matricea A este diagonalizabilă, adică există o matrice P ∈ Mn(C)
inversabilă astfel ca

P−1 ·A · P =

[
Ik 0
0 0

]
= JA,

unde k = rangA = TrA este forma canonică Jordan a matricei A.
3) ImA = FixA.
Propozit, ia 2. Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice involutivă, atunci:
1) Valorile proprii sunt 1 sau −1.
2) Matricea A este diagonalizabilă, adică există o matrice P ∈ Mn(C)

inversabilă, astfel ca

P−1 ·A · P =

[
Ik 0
0 −In−k

]
= JA,

unde k este numărul valorilor proprii egale cu 1, iar JA este forma canonică
Jordan a matricei A.

Propozit, ia 3. 1) Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice idempotentă, atunci
matricea B = 2A− In este o matrice involutivă s, i avem:

FixA = FixB, KerA = InvB

unde InvB = {Y ∈ Mn,1(C) | B · Y = −Y } = Ker (B + In) este mult,imea
punctelor inversabile ale matricei B.

2) Dacă B ∈ Mn(C) este o matrice involutivă, atunci A =
1

2
(In + B)

este o matrice idempotentă s, i

FixA = FixB, KerA = InvB.

Observat, ia 4. Orice proiect, ie determină o simetrie s, i orice simetrie
determină o proiect, ie, legate prin relat, iile:

S = 2P − I s, i P =
1

2
(I + S),

FixP = FixS s, i KerP = InvS.

2. Perechi de matrice idempotente ce realizează

partit, ia unităt, ii

Propozit, ia 4. Dacă matricele A,B ∈ Mn(C) sunt idempotente, atunci
matricea A+B este idempotentă dacă s, i numai dacă

A · B = B · A = On.

Demonstrat,ie. (A+B)2 = A+B ⇐⇒ A2+A ·B+B ·A+B2 = A+B

⇐⇒ A ·B +B ·A = 0.

Din ultima relat, ie rezultă

A ·B · A = −B2 ·A = −B · A s, i A ·B ·A = −A2 · B = −A ·B,

deci A ·B = B ·A s,i atunci 2A ·B = 0, deci A ·B = B ·A = 0.
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Propozit, ia 5. Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice idempotentă, atunci
matricea B = In −A este idempotentă s, i avem

KerA = FixB s, i FixA = KerB.

(Se spune că perechea (A,B) = (A, In −A) realizează o partit, ie a unităt, ii ı̂n
matricea idempotentă).

Demonstrat,ie. B2 = In − 2A+A2 = In − 2A+A = In −A = B.
Avem:
• X1 ∈ FixB ⇐⇒ B ·X1 = X1 ⇐⇒ (In −A) ·X1 = X2

⇐⇒ A ·X1 = 0 ⇐⇒ X1 ∈ KerA

• X2 ∈ KerB ⇐⇒ B ·X2 = 0 ⇐⇒ (In −A) ·X2 = 0

⇐⇒ A ·X2 = X2 ⇐⇒ X2 ∈ FixA.

Observat, ia 6. Dacă A ∈ Mn(C) este o matrice involutivă, atunci
matricea B = −A este s, i ea involutivă s,i avem

FixB = InvA, InvB = FixA.

3. Perechi de matrice idempotente cu acelas,i nucleu

Propozit, ia 7. Pentru o pereche de matrice (A,B) ∈ Mn(C)×Mn(C),
următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

a) A ·B = A s, i B · A = B;
b) A2 = A, B2 = B s, i KerA = KerB.
Demonstrat,ie. a) ⇒ b) Din relat, ia a1) rezultă A ·B ·A = A2 s,i din a2)

rezultă A · B · A = A ·B, deci A2 = A · B = A s, i analog B2 = B.
Din a2) rezultă KerA ⊂ KerB s, i din a1) rezultă KerB ⊂ KerA.
b) ⇒ a) Avem A2 = A ⇐⇒ A · (A− In) ·X = 0, ∀ X ∈ Mn,1(C)
⇐⇒ (A− In) ·X ∈ KerA, ∀ X ⇐⇒ (A− In) ·X ∈ KerB, ∀ X
⇐⇒ B(A− In) ·X = 0, ∀ X ⇐⇒ B · (A− In) = 0 ⇐⇒ B · A = B

s,i analog A · B = A.

Observat, ia 8. În condit, iile Propozit,iei 7, matricea A− B este nilpo-
tentă, mai exact (A−B)2 = On.

4. Perechi de matrice idempotente cu aceeas,i imagine

Propozit, ia 9. Pentru o pereche de matrice (A,B) ∈ Mn(C)×Mn(C),
următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

a) A ·B = B s,i B ·A = A;
b) A2 = A, B2 = B s, i ImA = ImB.
Demonstrat,ie. Folosim Propozit, ia 5.
Fie C = In −A, D = In −B. Atunci:

A · B = B ⇐⇒ C ·D = C s,i B ·A = A ⇐⇒ D · C = D,
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astfel că perechea (C,D) verifică condit,ia a) din Propozit, ia 7, deci

C2 = C,D2 = D s,i KerC = KerD ⇐⇒ FixA = FixB ⇐⇒ ImA = ImB.

Observat, ia 10. În condit, iile Propozit,iei 9, matricea A−B este nilpo-
tentă, mai exact (A−B)2 = On.

5. Perechi de matrice involutive cu aceleas,i puncte fixe

Propozit, ia 10. Pentru o pereche de matrice (A,B) ∈ Mn(C) ×
Mn(C), următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

a) A ·B +B · A = 2In s, i A ·B −B · A = 2(B −A);
b) A2 = B2 = In s,i FixA = FixB.
Demonstrat,ie. Prin substitut,iile inspirate de Propozit, ia 3:

A = 2C − In, B = 2D − In

rezultă

C2 = C,D2 = D s, i FixC = ImC = FixD = ImD,

deci sunt verificate ipotezele din Propozit,ia 9 pentru perechea (C,D), astfel
că rezultă

C ·D = D s, i D · C = C ⇐⇒ A · B = In +B −A

s,i

B · A = In +A−B ⇐⇒ A ·B +B ·A = 2In s, i A ·B −BA = 2(B −A).

6. Perechi de matrice involutive cu aceleas,i puncte inversate

Propozit, ia 11. Pentru o pereche de matrice (A,B) ∈ Mn(C) ×
Mn(C), următoarele afirmat,ii sunt echivalente:

a) A ·B = A−B + In s, i B ·A = B −A+ In;
b) A2 = B2 = In s,i InvA = InvB.
Demonstrat,ie. Cu substitut,iile A = −C s, i B = −D, condit,ia a) devine

condit, ia a) din Propozit,ia 5.1, s, i atunci:

C2 = D2 = In s, i FixC = FixD ⇐⇒ InvA = InvB.

Observat, ia 12. În condit, iile Propozit,iei 11, rezultă

(A−B)2 = On s,i (A ·B)2 + (B ·A)2 = 2In.
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7. Perechi de matrice cu pătratele involutive

Propozit, ia 13. (Fuzhen Zhong, [2]) Dacă A,B ∈ Mn(C) sunt matrice
inversabile cu proprietăt, ile

A · B · A = B s, i B · A ·B = A,

atunci matricele A2 s, i B2 sunt involutive.
Demonstrat,ie. Avem: A ·B = B ·A−1 s, i A ·B = B−1 · A, deci

B · A−1 = B−1 ·A ⇐⇒ A2 = B2.

Apoi

A = B ·A ·B = (A · B ·A) ·A ·B = A · B · A2 ·B = A · B · B2 ·B = A ·B4

deci B4 = In s, i analog A4 = In sau (A2)2 = (B2)2 = In.

8. Perechi de matrice cu acelas, i rang

Pentru o pereche de matrice (A,B) ∈ Mn(C) × Mn(C), considerăm
afirmat, iile:

A1) A2 · B = A;
A2) B2 · A = B;
A3) rangA = rangB.
Propozit, ia 14. Dacă două din afirmat,iile A1), A2), A3) sunt adevă-

rate, atunci toate trei sunt adevărate.
Demonstrat,ie.
• A1) s, i A2) ⇒ A3).
Din A1), rangA = rangA2B � rangB s, i din A2), rangB � rangA, deci

obt, inem A3).
• A1) s, i A3) ⇒ A2) (s, i, analog, A2) s, i A3) ⇒ A1).
Avem rangA � rangA2 � rangA2 ·B = rangA, deci

rangA = rangA2 ⇐⇒ rangJA = rangJ2
A

(JA este forma canonică Jordan a matricei A) ⇐⇒ JA nu cont, ine celule
Jordan cu zero pe diagonală de dimensiuni mai mari ca 1. Astfel, există o
matrice inversabilă A1 ∈ Mk(C), unde k = rangA, astfel ca

JA =

[
A1 0
0 0

]
,

(A1 cont,ine blocurile Jordan corespunzătoare valorilor proprii nenule).
Dacă A = P · JA · P−1 s, i B = P · B1 · P−1, relat, ia A1) devine

J2
A ·B1 = JA ⇐⇒

[
A2

1 0
0 0

]
·
[
B11 B12

B21 B22

]
=

[
A1 0
0 0

]
⇐⇒ A2

1 · B11 = A1s, iA
2
1 · B12 = 0,
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deci B11 = A−1
1 s, i B12 = 0, astfel că

B1 =

[
A−1

1 0
B21 B22

]
s,i din rangB1 = rangB = rangA = k rezultă B22 = 0 s,i se verifică relat, ia

B2
1 · JA = B1 ⇐⇒ B2 ·A = B.

(rangB1 = rang

[
A1 0
0 In−k

]
·B1 = rang

[
Ik 0
B21 B22

]
= rang

[
Ik 0

−B21 In−k

]
·
[

Ik 0
B21 B22

]
= rang

[
Ik 0
0 B22

]
= k+ rangB22).

Observat, ia 15. Dacă ı̂n afirmat,iile A1), A2), A3) transpunem relat, iile
date sau trecem la adjuncta hermitiană, obt, inem afirmat,iile:

A1) Bt · (At)2 = At;
A2) At · (Bt)2 = Bt;
A3) rangAt = rangBt

s,i renotând At = C, Bt = D, obt,inem afirmat,iile:
B1) D · C2 = C;
B2) C ·D2 = D;
B3) rangC = rangD

s,i propozit,ia asemănătoare că dacă două din afirmat,iile B1), B2), B3) sunt
adevărate, atunci toate sunt adevărate.

9. Probleme propuse

Prezentăm câteva probleme care se rezolvă cu ajutorul celor expuse.
Problema 1. Fie A,B ∈ Mn(C) astfel ca

A · B = A s, i B ·A = B (sauA · B = B s, i B · A = A).

Arătat, i că funct,ia f : C → N,

f(t) = rang((1− t)A+ tB), t ∈ C

este constantă.
Problema 2. Fie A,B ∈ Mn(C) astfel ca

A · B +B · A = 2In s, i A ·B −B · A = 2(A−B).

Arătat, i că funct,ia f : C → C,

f(t) = det((1− t)A+ tB), t ∈ C

este constantă.
Problema 3. Fie A,B ∈ Mn(C). Arătat, i că următoarele afirmat, ii

sunt echivalente:
a) (A− In)(B + In) = On s, i (B − In) · A = On;
b) A2 = A, B2 = In s, i FixA = FixB.
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EXAMENE S, I CONCURSURI

A 38-A OLIMPIADĂ BALCANICĂ DE MATEMATICĂ

prezentare de Mihai Chis,
1), Cătălin Gherghe

2), Marius Perianu
3) s, i

Lucian T, urea
4)

În perioada 6-10 septembrie 2021 s-a desfăs,urat (virtual) ı̂n Cipru a
38-a Olimpiadă Balcanică de Matematică (BMO 2021). La BMO 2021 au
participat echipe din Albania, Bosnia s, i Herzegovina, Bulgaria, Cipru, Grecia,
Macedonia de Nord, Muntenegru, Republica Moldova, România, Serbia s, i
Turcia (t, ări membre) precum s, i echipe din Azerbaijan, Italia, Kazakhstan,
Kyrgyzstan, Marea Britanie s,i Uzbekistan (t, ări invitate).

Rezultatele obt, inute de cei s,ase elevi din echipa noastră au fost foarte
bune:

– medalii de aur: Radu Lecoiu, Andrei Moldovan s,i David-Andrei Anghel
(Liceul Internat, ional de Informatică Bucures,ti) s, i Andrei Chirit,ă (Colegiul
Nat, ional de Informatică Tudor Vianu Bucures,ti);

– medalii de bronz: Diana T, olu s,i Radu Dragomirescu (Liceul Interna-
t, ional de Informatică Bucures,ti).

În clasamentul pe t, ări, România a ocupat locul 1 cu 191 de puncte, cu
aproape 40 de puncte mai mult fat, ă de echipa Italiei, clasată pe locul 2.

Echipa României a fost coordonată de conf. univ. dr. Cătălin Gherghe
de la Facultatea de Matematică s, i Informatică a Universităt, ii din Bucures,ti
(Leader), profesor Marius Perianu de la Colegiul Nat, ional ,,Ion Minulescu“
din Slatina (Deputy Leader), lect. dr. Mihai Chis, de la Facultatea de Mate-
matică s,i Informatică a Universităt, ii de Vest din Timis,oara (Observator)
s,i Lucian T, urea, Facultatea de Matematică s, i Informatică a Universităt, ii
din Bucures,ti (Observator). Prof. univ. dr. Radu Gologan, Pres,edintele
Societăt, ii de S, tiint,e Matematice din România, a fost desemnat de MASEE
(Societatea Balcanică de Matematică) ca reprezentant al său la Bucures,ti.

1)Lect. univ. dr., Facultatea de Matematică s, i Informatică a Universităt, ii de Vest din
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2)Conf. univ. dr., Facultatea de Matematică s, i Informatică, Universitatea din Bucures,ti
3)Profesor, Colegiul Nat, ional ,,Ion Minulescu“, Slatina
4)Facultatea de Matematică s, i Informatică, Universitatea din Bucures,ti


