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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICATII ALE CONVEXITATII UNEI FUNCTII IN
PROBLEME DE EXTREM

GABRIEL BREHUESCUY

1. INTRODUCERE

O clasa larga de probleme care se bazeaza pe studiul convexitatii unor
functii cu mai multe variabile.

Scopul acestei lectii este de a prezenta cateva notiuni de baza legate de
convexitate si aplicatii ale acesteia In demonstrarea unor inegalitati.

Definitie. Fie I C R un interval nedegenerat. O functie f : I — R se
numeste convexa daca, pentru orice xy,z2 € I si orice A € [0, 1],

fOz1 4+ (1= Nz2) < Af(21) + (1= A) f(2).
Interpretarea geometrica a relatiei

precedente este aceea ca, daca notam xy = O B
Az1+(1=Nz2, ya = Af(21) +(1=A) f(22), T S 0 |
atunci punctul P(zy, f(xy)) al graficu- Az 33 i
lui functiei f este ,mai jos” decat punc- flz,)==- b= 7 i
tul Q(xx,yx) al coardei cu capetele in ! | :
A(zy, f(x1)) si B(za, f(x2)); altfel zis: T2 Z, T

pentru orice doua puncte A, B ale graficului functiei, portiu-
nea de grafic cuprinsa intre A si B este sub coarda AB.
Avem urmatorul rezultat fundamental.
Teorema. O functie f : I — R, de doua ori derivabila, este convexa
daca si numai daca f”(z) > 0, pentru orice x € I.
Proprietatea P1. Fie a,b € R,a < b si functia f : [a,b] — R, convexa
pe intervalul inchis [a,b]. Atunci max,¢(q 5 f(z) = max{f(a), f(b)}.
Demonstratie. Pentru orice z € [a,b] exista A € [0,1] astfel incat
z = Aa+ (1 — A)b. Tinand cont de faptul ca functia f este convexa, avem

fl@)=fa+ (1 =2)b) < Af(a) + (1= A)f(b),Vz € [a,b]. (1)
Daca f(a) < f(b), atunci avem, conform (1), pentru orice = € [a,b],
f(x) < Af(a)+(1=2)f(b) < Af(D)+(1=A)f(b) = f(b), deci max,eq ) f(2) =
f(b). Daca f(a) > f(b) obtinem analog max,c(, 4 f() = f(a), proprietatea
fiind astfel demonstrata. O
Proprietatea anterioard poate fi generalizata astfel.
Proprietatea P1*. Fie n € N* si a;,b; € R,a; < b;,Vi = 1,n. Pre-
supunem ca functia f : 2 — R de n variabile, unde ) reprezinta produsul

1>Elev, Colegiul National ,,Mihai Eminescu“, Botosani.
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cartezian al tuturor intervalelor [a;,b;], este realda si convexa in raport cu
fiecare variabild a acesteia. Atunci
max f(.’El,.’L‘Q, s 7‘Tn) = maX{f(Cl, €2, .- ’Cn) 16 € {ai) bl}}
(z1,22,...,20)EQ

Demonstratie. Pentru n = 1, P1* se reduce la P1.

Presupunem acum ca P1* este adevarata pentru functiile de n variabile,
convexe in fiecare variabila, si consideram 2 = [a1,b1] X ... X [ap41,bpt1] si
o functie f : @ — R, de n 4 1 variabile, convexa in fiecare variabila. Fie
(1,...,Tn, Tnt1) € Q. Conform P1, pentru z1, ..., z, fixate,

gléflif(xl, ey Ty Tpp1) = max{ f(x1,...,Zn, ant1), (X1, .. Zn, bny1)}
n

Conform ipotezei de inductie,

( max )f(acl, ey Ty A1) = max{ f(c1,...,Cnyant1) : ¢ € {ag,bi},i =1,n},
T1ye5Tm
( max )f(:z:l, ey Ty bpg1) = max{f(c1,. .., Cnybnt1) s ¢ € {ai, b}, i =1,n}.
T1,..Tn

Rezulta

( max f(xl) s 7‘Tn+l) = max{f(cl, s 7cn+l) NS {aivbi})i = 17” + 1}
TlyeeyTnt1

si inductia este incheiata.

2. APLICATII

1. Fie a,b,c € [0, 1]. Demonstrati inegalitatea:

a n b N c +<1 . 7T(L) 1 ) (1 . 7TC)
—sin — — sin — —sin —
btctl ctatl atbtl ) 2 Y

Solutie. Consideram functia f : [0,1]3 — R, definitd prin
a . Ta .mb . TC
fla,b,c) = ;M + (1 —s1n7> <1 —s1n2) (1 —smg) .

,a >0, a — 1 —sinma/2 sunt

N
—

Deoarece functiile @ — a, a —
a+o

convexe pe [0, 1] si se inmultesc cu coeficienti pozitivi, iar suma unor functii
convexe este convexa, deducem ca f este convexa.

Astfel, functia f este convexa relativ la variabila a. Din simetrie, f este
convexa si relativ la variabilele b, respectiv c.

Functia f fiind convexa in fiecare variabila, conform proprietatii 1*, isi
atinge maximul in unul dintre cele 2% = 8 varfuri ale domeniului [0, 1]3:

max f(a,b,c) = max{f(z,y,2)z,y,2 € {0,1}}.
a,b,ce[0,1]

Tinand cont de faptul ca functia f este simetrica in a, b, ¢, iar f(0,0,0) =
f(1,0,0) = f(1,1,0) = f(1,1,1) = 1, rezulta concluzia.
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2. Daca [a,b] C R, n € N*,n > 1, atunci Vz; € [a,b],Vp; € RY,i =
1,n are loc inegalitatea:

n n : atb 2 n 2
(o) (£2) <" (£1)

(Inegalitatea lui Leonid Vitalievici Kantorovici)
Demonstratie. Consideram functia f : [a,b]” — R, definitd prin

flzr, 2o, . xn) = <szxz) ( ?) )
i=1 i=1 """

Prin desfacerea parantezelor obtinem o suma de functii de acelasi tip
cu cele de la aplicatia 1, deci f este convexa in raport cu fiecarea variabila.

Conform proprietatii 1%, f isi atinge maximul intr-unul dintre varfurile
domeniului. Presupunem ca m dintre aceste numere, z;,, %i,,. .., Z;,,, sunt
egale cu a, iar restul de n — m numere sunt egale cu b. Efectuam notatiile:

n n
a=pi +Pis+ -+ Pin, B=D Dk =Tmia+ 8= pi.

=1 =1
i,

Avem astfel:

f@hmauwxm=ﬂaa+ﬁm<ai+62>=o?+6”+<2+2>a6=

=W+BV+<a+2—9a5<m+5f+<a+a—2

b b

(@+8)? (a b @+ (<
_4<b+a+2>_émb<;pi'> ’

ceea ce incheie demonstratia.

3. Fien € N*si ay,aq9,...,a, € [1,2]. Demonstrati ca

<§a) (; ;>2 <nd.

(Propusa de d-1 prof. Laurentiu Panaitopol)
O varianta mai generald a acestei probleme este aceea a d-lui prof.
Gheorghe Szo6llosy, propusa in Gazeta Matematica in anul 1981:
Demonstrati ca

ab
- "1 a+b L+ab
. P g . ,
(5e) (50) < ()

unde z; € [a,b],Vi € {1,2,...,n} iar a,b € N*,a < b, ab € N*.




440 PENTRU CERCURILE DE ELEVI

La randul ei, si aceasta problema se poate generaliza la:

n n D ab atb I+ab n 14+ab
() (S2) <(55) 7 (S)

1=

Va; € [a,b],Vp; € R, i =1,n (propusa de d-1 prof. D.M. Batinetu-Giurgiu)
Vom aborda cea din urma problema. Consideram functia f : [a, b]"

definita prin:
n n ab
i
flai,az,...,a,) = <Z;piai> ( 1 az> :
1= 1=

Atunci, derivand in raport cu ag,

n ab—1 n b n
bi bi a
fék(a17a27--~,@n):m (E Z) < i—*g E pﬂh‘)
. . 7 .

i=1 =1 ak =1
n ab—2 n
P ab(ab — 1)pg P
f (ala az, 7an) = Pk ( l) [ ( 1 ) Zplal + ( Z)
— a; ay — — a;
=1 =1 =1
2ab «— 2abpy,
e I >0,
Ay i=1 ay
unde k£ € {1,2,...,n}. Astfel, functia f este convexa in raport cu fiecare

variabila. Conform proprietatii 1*, functia f isi atinge maximul intr-unul
dintre varfurile domeniului [a,b]”. Consideram ca m dintre aceste numere,
Ty Tigy - - -, Ti,,, SUNL egale cu a, iar restul de n — m numere sunt egale cu b.
Efectuand notatiile

a=pi +pi,+.. + i, 8= sz,k‘—lmoHrB sz
z;ézt =1

obtinem

1 1 ab
f(:El,.’L‘Q,...,,CEn):(OZCL—‘—Bb) (Oéa_{_ﬁb) .

Cum ambele paranteze sunt strict pozitive, aplicand inegalitatea dintre
media geometrica si media aritmetica obtinem

s 1 N (va + b) + ab (acll + ﬁi)
\/(aa+ﬁb) (aa+/3b> < Tt =

a+b a+b [
= ra et =17 b(zp’>’
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de unde
1+ab

1 1 ab a+b 14-ab n
f(z1,29,...,2,) = (aa + Bb) (aa —i—ﬂb) < ( ) Zpi ;
i=1

1+ab

ceea ce trebuia demonstrat.
Egalitatea este atinsa daca z; € {a,b} si 3X C {1,2,...,n},X # 0

astfel Incat:
1 n
Z Di = Z pi=3 sz
pi€X pi€{1,2,...n}\ X =1
Remarca: Atat inegalitatea propusa de d-1 Gh. Szollosy, cat si gene-
ralizarea acesteia pot fi demonstrate folosind metode elementare bazate pe
semnul functiei de gradul al doilea si inegalitatea mediilor (a se vedea [3]).
Astfel, in ciuda faptului ca metoda prezentata in aceasta lectia este una cu
baze solide, in unele cazuri aplicarea acesteia poate duce la solutii complicate.
Cu toate acestea, metoda imbina notiuni interesante care nu pot decat sa

contribuie la dezvoltarea matematici a cititorilor.?)
3. PROBLEME PROPUSE

b 5
1. Demonstrati ca a + + ¢ < -, pentru orice a, b, ¢ € [1,2].
’ b+c c+a a+bdb "3

2. Daca n > 2 este numar natural, u;, v;, a;,b; € (0,00), a; < b;,i =1,n
sunt constante reale si daca z; € [a;, b;], Vi = 1,n, atunci numarul

n n v
i
E(xi,x9,...,2p) = g Ui T; E —
i=1 =1
este maxim daca si numai daca z; € {a;,b;}.
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DNota redactiei. Ca exemplu, recomandim si parcurgerea rezolvarii problemei 2 de
la Olimpiada Internationald de Matematica 2021, prezentate, de asemenea, in acest numar
al revistei.



