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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

APLICAT, II ALE CONVEXITĂT, II UNEI FUNCT, II ÎN
PROBLEME DE EXTREM

Gabriel Brehuescu1)

1. Introducere

O clasă largă de probleme care se bazează pe studiul convexităt, ii unor
funct, ii cu mai multe variabile.

Scopul acestei lect, ii este de a prezenta câteva not, iuni de bază legate de
convexitate s, i aplicat, ii ale acesteia ı̂n demonstrarea unor inegalităt, i.

Definit, ie. Fie I ⊂ R un interval nedegenerat. O funct, ie f : I → R se
numes,te convexă dacă, pentru orice x1, x2 ∈ I s, i orice λ ∈ [0, 1],

f(λx1 + (1− λ)x2) 6 λf(x1) + (1− λ)f(x2).

Interpretarea geometrică a relat, iei
precedente este aceea că, dacă notăm xλ =
λx1+(1−λ)x2, yλ = λf(x1)+(1−λ)f(x2),
atunci punctul P (xλ, f(xλ)) al graficu-
lui funct, iei f este ,,mai jos” decât punc-
tul Q(xλ, yλ) al coardei cu capetele ı̂n
A(x1, f(x1)) s, i B(x2, f(x2)); altfel zis:
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pentru orice două puncte A,B ale graficului funct, iei, port, iu-
nea de grafic cuprinsă ı̂ntre A s, i B este sub coarda AB.

Avem următorul rezultat fundamental.
Teoremă. O funct, ie f : I → R, de două ori derivabilă, este convexă

dacă s, i numai dacă f ′′(x) > 0, pentru orice x ∈ I.

Proprietatea P1. Fie a, b ∈ R, a < b s, i funct, ia f : [a, b] → R, convexă
pe intervalul ı̂nchis [a, b]. Atunci maxx∈[a,b] f(x) = max{f(a), f(b)}.

Demonstrat,ie. Pentru orice x ∈ [a, b] există λ ∈ [0, 1] astfel ı̂ncât
x = λa+ (1− λ)b. T, inând cont de faptul că funct, ia f este convexă, avem

f(x) = f(λa+ (1− λ)b) 6 λf(a) + (1− λ)f(b), ∀x ∈ [a, b]. (1)

Dacă f(a) 6 f(b), atunci avem, conform (1), pentru orice x ∈ [a, b],
f(x) 6 λf(a)+(1−λ)f(b) 6 λf(b)+(1−λ)f(b) = f(b), deci maxx∈[a,b] f(x) =
f(b). Dacă f(a) > f(b) obt, inem analog maxx∈[a,b] f(x) = f(a), proprietatea
fiind astfel demonstrată. 2

Proprietatea anterioară poate fi generalizată astfel.
Proprietatea P1*. Fie n ∈ N∗ s, i ai, bi ∈ R, ai < bi,∀i = 1, n. Pre-

supunem că funct, ia f : Ω → R de n variabile, unde Ω reprezintă produsul

1)Elev, Colegiul Nat,ional ,,Mihai Eminescu“, Botos,ani.
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cartezian al tuturor intervalelor [ai, bi], este reală s, i convexă ı̂n raport cu
fiecare variabilă a acesteia. Atunci

max
(x1,x2,...,xn)∈Ω

f(x1, x2, . . . , xn) = max{f(c1, c2, . . . , cn) : ci ∈ {ai, bi}}.

Demonstrat,ie. Pentru n = 1, P1* se reduce la P1.
Presupunem acum căP1* este adevărată pentru funct, iile de n variabile,

convexe ı̂n fiecare variabilă, s, i considerăm Ω = [a1, b1]× . . .× [an+1, bn+1] s, i
o funct, ie f : Ω → R, de n + 1 variabile, convexă ı̂n fiecare variabilă. Fie
(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Ω. Conform P1, pentru x1, . . . , xn fixate,

max
xn+1

f(x1, . . . , xn, xn+1) = max{f(x1, . . . , xn, an+1), f(x1, . . . , xn, bn+1)}.

Conform ipotezei de induct, ie,

max
(x1,...,xn)

f(x1, . . . , xn, an+1) = max{f(c1, . . . , cn, an+1) : ci ∈ {ai, bi}, i = 1, n},

max
(x1,...,xn)

f(x1, . . . , xn, bn+1) = max{f(c1, . . . , cn, bn+1) : ci ∈ {ai, bi}, i = 1, n}.

Rezultă

max
(x1,...,xn+1)

f(x1, . . . , xn+1) = max{f(c1, . . . , cn+1) : ci ∈ {ai, bi}, i = 1, n+ 1}

s, i induct, ia este ı̂ncheiată.

2. Aplicat, ii

1. Fie a, b, c ∈ [0, 1]. Demonstrat, i inegalitatea:
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Solut,ie. Considerăm funct, ia f : [0, 1]3 → R, definită prin

f(a, b, c) =
∑
sim

a
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.

Deoarece funct, iile a 7→ a, a 7→ 1

a+ α
, α > 0, a 7→ 1 − sinπa/2 sunt

convexe pe [0, 1] s, i se ı̂nmult,esc cu coeficient, i pozitivi, iar suma unor funct, ii
convexe este convexă, deducem că f este convexă.

Astfel, funct, ia f este convexă relativ la variabila a. Din simetrie, f este
convexă s, i relativ la variabilele b, respectiv c.

Funct, ia f fiind convexă ı̂n fiecare variabilă, conform proprietăt, ii 1*, ı̂s, i
atinge maximul ı̂n unul dintre cele 23 = 8 vârfuri ale domeniului [0, 1]3:

max
a,b,c∈[0,1]

f(a, b, c) = max{f(x, y, z) : x, y, z ∈ {0, 1}}.

T, inând cont de faptul că funct, ia f este simetrică ı̂n a, b, c, iar f(0, 0, 0) =
f(1, 0, 0) = f(1, 1, 0) = f(1, 1, 1) = 1, rezultă concluzia.
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2. Dacă [a, b] ⊂ R∗
+, n ∈ N∗, n > 1, atunci ∀xi ∈ [a, b],∀pi ∈ R∗

+, i =

1, n are loc inegalitatea:(
n∑

i=1

pixi
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)
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.

(Inegalitatea lui Leonid Vitalievici Kantorovici)
Demonstrat,ie. Considerăm funct, ia f : [a, b]n → R, definită prin

f(x1, x2, . . . , xn) =

(
n∑

i=1

pixi

)(
n∑

i=1

pi
xi

)
.

Prin desfacerea parantezelor obt, inem o sumă de funct, ii de acelas, i tip
cu cele de la aplicat, ia 1, deci f este convexă ı̂n raport cu fiecarea variabilă.

Conform proprietăt, ii 1*, f ı̂s, i atinge maximul ı̂ntr-unul dintre vârfurile
domeniului. Presupunem că m dintre aceste numere, xi1 , xi2 , . . . , xim , sunt
egale cu a, iar restul de n−m numere sunt egale cu b. Efectuăm notat, iile:

α = pi1 + pi2 + . . .+ pim , β =

n∑
i=1
i̸=ik

pi, k = 1,m;α+ β =

n∑
i=1

pi.

Avem astfel:

f(x1, x2, . . . , xn) = (αa+ βb)
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ceea ce ı̂ncheie demonstrat, ia.

3. Fie n ∈ N∗ s, i a1, a2, . . . , an ∈ [1, 2]. Demonstrat, i că(
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6 n3.

(Propusă de d-l prof. Laurent, iu Panaitopol)
O variantă mai generală a acestei probleme este aceea a d-lui prof.

Gheorghe Szöllösy, propusă ı̂n Gazeta Matematică ı̂n anul 1981:
Demonstrat, i că(
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· n
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,

unde xi ∈ [a, b],∀i ∈ {1, 2, . . . , n} iar a, b ∈ N∗, a < b, ab ∈ N∗.
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La rândul ei, s, i această problemă se poate generaliza la:(
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∀xi ∈ [a, b], ∀pi ∈ R∗
+, i = 1, n (propusă de d-l prof. D.M. Bătinet,u-Giurgiu)

Vom aborda cea din urmă problemă. Considerăm funct, ia f : [a, b]n → R
definită prin:

f(a1, a2, . . . , an) =

(
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)ab

.

Atunci, derivând ı̂n raport cu ak,

f ′
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unde k ∈ {1, 2, . . . , n}. Astfel, funct, ia f este convexă ı̂n raport cu fiecare
variabilă. Conform proprietăt, ii 1*, funct, ia f ı̂s, i atinge maximul ı̂ntr-unul
dintre vârfurile domeniului [a, b]n. Considerăm că m dintre aceste numere,
xi1 , xi2 , . . . , xim , sunt egale cu a, iar restul de n−m numere sunt egale cu b.
Efectuând notat, iile

α = pi1 + pi2 + . . .+ pim , β =

n∑
i=1
i̸=ik

pi, k = 1,m;α+ β =
n∑

i=1

pi.

obt, inem

f(x1, x2, . . . , xn) = (αa+ βb)

(
α
1

a
+ β

1

b

)ab

.

Cum ambele paranteze sunt strict pozitive, aplicând inegalitatea dintre
media geometrică s, i media aritmetică obt, inem
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de unde

f(x1, x2, . . . , xn) = (αa+ βb)

(
α
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a
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)ab

6
(
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)1+ab
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,

ceea ce trebuia demonstrat.
Egalitatea este atinsă dacă xi ∈ {a, b} s, i ∃X ⊂ {1, 2, . . . , n}, X ̸= ∅

astfel ı̂ncât: ∑
pi∈X

pi =
∑

pi∈{1,2,...,n}\X

pi =
1

2

n∑
i=1

pi.

Remarcă: Atât inegalitatea propusă de d-l Gh. Szöllösy, cât s, i gene-
ralizarea acesteia pot fi demonstrate folosind metode elementare bazate pe
semnul funct, iei de gradul al doilea s, i inegalitatea mediilor (a se vedea [3]).
Astfel, ı̂n ciuda faptului că metoda prezentată ı̂n această lect, ia este una cu
baze solide, ı̂n unele cazuri aplicarea acesteia poate duce la solut, ii complicate.
Cu toate acestea, metoda ı̂mbină not, iuni interesante care nu pot decât să

contribuie la dezvoltarea matematică a cititorilor.1)

3. Probleme propuse

1. Demonstrat, i că
a

b+ c
+

b

c+ a
+

c

a+ b
6 5

3
, pentru orice a, b, c ∈ [1, 2].

2. Dacă n > 2 este număr natural, ui, vi, ai, bi ∈ (0,∞), ai < bi, i = 1, n
sunt constante reale s, i dacă xi ∈ [ai, bi],∀i = 1, n, atunci numărul

E(x1, x2, . . . , xn) =

(
n∑

i=1

uixi

)(
n∑

i=1

vi
xi

)
este maxim dacă s, i numai dacă xi ∈ {ai, bi}.
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