TREI INEGALITATI GEOMETRICE, TREI METODE DE
REZOLVARE

ANDREEA Dimab)

Rezolvarea inegalitatilor geometrice este, intotdeauna, o provocare. A-
legerea metodei (sau metodelor) de abordare tine de intuitia fieciruia, dar
si de experienta. Voi ilustra aceastd afirmatie prezentand trei inegalitati ge-
ometrice pe care le-am intalnit in perioada nu prea indepartata cand eram
elevd. Tehnicile de rezolvare sunt diferite: manipulare de expresii, cunoaste-
rea unor relatii ,,clasice”, constructie de puncte ajutatoare, respectiv utilizarea
numerelor complexe.

1)Profesor,
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Problema 1. In [1], se propune spre rezolvare urmatoarea problema.
Fie ABC un triunghi oarecare inscris intr-un cerc de raza egald cu 1.
Ardtati ca, pentru orice punct P din interiorul triunghiului ABC,

V3
3
Solutie. In [3] se demonstreaza urmatoarea

Lema. Cu notatiile vzuale, pentru orice punct P din interiorul triun-
ghivlui ABC' avem

PA+PB+ PC> AB-BC-CA.

PA+ PB+ PC > 6r.

Pentru completitudinea expunerii, prezint demonstratia lemei. Fie PD,
PE, PF distantele de la P la laturi. Este evident cid h, < PA + PD si
analoagele. Conform inegalititii Erdos - Mordell, avem 2(PD + PE + PF) <
PA+ PB + PC'. Rezulta

ho+hy+h. < PA+PB+PC+PD+PE+PF < g(PA+PB+PC). (1)

Pe de alta parte, din inegalitatea dintre media armonica si cea aritme-

tica,
ha—l—hb—i-hc—QS(l—i—}—i—l)225L—%—9r. (2)
a b ¢ a+b+c P
Combinand (1) si (2) rezultd concluzia lemei. O

Revenind la problema, observim ca, in baza lemei, este suficient si

S
dovedim ci 6rv/3 > abe. Deoarece abc = 4RS = 45 si r = =, este suficient
p

si demonstram ci a + b+ ¢ < 3v/3.
Aceasta rezulta imediat din proprietatea: dintre toate triunghiurile in-
serise intr-un cerc dat, cel de perimetru mazim este cel echilateral.

Problema 2. Fie ABC un triunghi si P un punct in interiorul sdu.
Demonstrati ca

AB(sinC/’@—i—sin@) —I—BC(sinfB\P—i-sinA/Cﬁj)
+CA(sin BCP +sin BAP) < AB + BC + CA.

Solutie. Fie A’ intersectia lui AP cu cercul circumscris AABC'. Atunci
BA"=2Rsin BAP, CA' = 2Rsin CAP.
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Aplicand teorema lui Ptolemeu in patrulaterul inscriptibil ABA’C ob-
tinem AC - BA'+ AB-CA' = AA’ - BC, sau
AC -2Rsin BAP + AB - 2Rsin CAP = AA’ - BC.
Dar AA” < 2R, deci
AC'sin BAP + ABsin CAP < BC.

Analog se demonstreaza alte doud inegalitiati. Insumandu-le, obtinem con-
cluzia.

Problema 3. Fie ABC un triunghi, D piciorul indaltimii din A gi M
miglocul laturit BC. Fie S un punct pe segmentul inchis DM i fie P, Q
proiectiile lui S pe AB, respectiv AC. Demonstrafi ca lungimea segmentului
PQ este mai mica sau egald decdt un sfert din perimetrul triunghiului ABC.

B DSM C
Solutie. Patrulaterul APSQ fiind inscriptibil, cu AS diametru, avem
— BC BC
= i = NP Rl
PQ = ASsin BAC = AS R AM °R

Astfel, pentru a demonstra inegalitatea cerutd este suficient (gi necesar!
—de ce?) sa ardatam cd AM - BC < Rp, unde am folosit notatiile uzuale.

Vom demonstra ultima inegalitate folosind numere complexe. Alegem
originea in centrul cercului circumscris triunghiului ABC si notam cu x afixul
punctului X, oricare ar fi punctul X in planul triunghiului ABC.

Avem |a| = [b| = |¢| = R si m = % deci An — 2a=0=d
inegalitatea de demonstrat revine la
R(la=bl+b—c|+|c—al) = |(b—c)(2a—b—c)|.
Deoarece membrul stang este
la —b||bl +|b—c||a| + |c —al |c| = ‘ab—bQ—i—ab—ac—f—c2 — ac|
=[b-¢c)(2a=b-c),

. Astfel,
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rezolvarea problemei este incheiata.

BIBLIOGRAFIE

[1] C. Lupu, Asupra unei inegalitati condifionate, Revista Recreatii Matematice, 1/2004.

[2] A. Dima, Problema S:L:18.249, Suplimentul G.M.-B, 10/2018.

[3] R. Bulajich Manfrino, J. A. Gémez Ortega, R. Valdez Delgado, Inequalities-A Mathe-
matical Olympiad Approach, Birkhduser Verlag AG, 2009, p. 165.

[4] A. Zahariuc, Problem 1, The 2016 Danube Mathematical Competition.



