APLICATII ALE TEOREMEI TRANSVERSALEI
TRAIAN PREDAY

In prezenta lectie vom da solutii alternative ale unor probleme de geome-
trie plana, folosind teorema transversalei si reciproca sa. Enuntul teoremei
este urmatorul.

DProfesor, Colegiul National ,,Grigore Moisil ¢, Bucuresti.
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Fie triunghiul ABC si punctele D € (BC), E € (AB), F € (AC),
M € (AD). Atunci M este situat pe EF daca i numai dacd
EB CF MD

X B D C

EB FC MD
Demonstratie. ,,=" Daca EF || BC, atunci — =

EA ~ FA  MA"Y
relatia se reduce la DC' + BD = BC — evident.
In caz contrar, fie X intersectia dreptelor E'F' si BC'. Folosind teorema
lui Menelaus in triunghiurile ABD si AC'D, cu transversala EF', obtinem

EA XB MD _  FA XC MD _
EB XD MA 7 FC XD MA 7
de unde
EB DB\ MD CF CD\ MD
FA-\"TXD)MA FA~\'"XD)Ma
(semnele se corespund). Inmultind ultimile doud egalititi cu C'D, respectiv
BD si adunand obtinem concluzia.
,,<" Fie M’ intersectia dreptelor AD si EF. Atunci, folosind afirmatia

directd, punctul M’ imparte segmentul (AD) in acelasi raport ca punctul M,
deci coincide cu acesta.

Cazuri particulare importante

Fie triunghiul ABC' si punctele E € (AB), F € (AC). Daca notam
AB = ¢, AC = b, BC = a si G, I centrul de greutate, respectiv centrul
cercului 1nscris in triunghiului ABC, atunci:

EB CF
a)GE(EF) < ﬂ—f—ﬂ—l,

EB CF
Aplicatii

A1l. (Mediterranean Mathematics Olympiad, 2011) Fie ABC un tri-
unghi si D piciorul bisectoarei din A; M si N sunt punctele In care dreapta
centrelor cercurilor inscrise in triunghiurile ABD si AC'D intersecteaza la-
turile AB gi AC.

Atunci segmentele BN gi C'M se intersecteaza pe bisectoarea AD.
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Solutie. Vom considera cazul mai general D € (BC) si vom arata ca
AD, BN, CM sunt concurente dacd si numai daca AD este bisectoarea
unghiului < BAC.

Din teorema lui Ceva avem ca AD, BN, C'M sunt concurente daca si
numai daca

AM.BD'CN:L )
MB DC NA
Fie I, I centrele cercurilor inscrise In AABD, respectiv AADC. Din
consecinta b) rezulta ca

BM TD AM AD
L€ (MN) = AD- g+ AB- 72 = BD = 5 = g5
CN TD CN DC—-=zAC

unde x = T'D/TA. Avem astfel
AD CD—xAC BD

O) = 5p_.iB AD CD vAC vdB-C
AB _ DB
AC ~ DC”

ceea ce este echivalent cu faptul cd AD este bisectoarea X BAC.

A2. (Gabriel Popa, O.N.M. 2013) Pe latura AB a dreptunghiului
ABCD se considera punctele S gi T astfel incat AS = ST = T B. Notam
cu M, N si P proiectiile punctelor A, S, respectiv T pe dreptele DS, DT,
respectiv DB. Aratati ca punctele M, N si P sunt coliniare daca si numai
daca 15AD* = 2AB2.

Solutie. Notam AB = 3a, AD = b. Din teorema trasversalei avem

SM  BP NT
M, N, P colini —t —— =2—. o
, N, P coliniare <= D + 7D DN (**)
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Folosind teorema lui Pitagora si ASAM ~ ASDA, A TSN ~ ANTDA,
ABTP ~ ABDA obtinem
SM a* NT 2a* BP 3a*

MD v DN 22+ PD  6a2+02

Inlocuind in (**) i efectuand calculele obtinem: (**) <= a?® =
5b* <= 15AD? = 2AB>.

A3. (Romanta Ghita si loan Ghita, G.M.9/2019) Fie ABC' un triunghi,
G centrul sau de greutate, D un punct pe BC' gi S piciorul bisectoarei din D
in triunghiul ADB. Dreapta SG taie latura AC in punctul 7. S& se arate
ca AD = BC daca si numai daca <ADT = <TDC.

| > N _ AD AT .
Solutie. Conditia <IADBT = <ICTJPC este echivalenta cu D0~ T iar
ipoteza este echivalenta cu st TAT 1 (cazul particular b)).
A
T
S
B D C
) BS DC BD DC ..
Aceasta este echivalent cu a5 T ap = 1, sau 1D + 1D - 1, adica

BC = AD.

A4. ( Baraj 1, OBMJ, 2012) In triunghiul ABC se consider# punctele
D € (BC) si M € (AD). Notam intersectia dreptelor BM si AC cu E,
intersectia dreptelor CM si AB cu F, iar intersectia dreptelor EF si AD cu
N. Demonstrati ca

AN 1 AM
DN 2 DM’
A
F E
B D C
Solutie. Din teorema transversalei avem
BF CE DN
DC— + BD— = B(C—
CFa TBPEA =By

sau

DC BF BD CE DN

BOTA  BOEA ™ NA ()
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Din teorema lui Menelaus in AADC cu transversala B — M — E si in
AADB cu transversala C' — M — F avem

DC BF _ DM BD CE _ DM
BC'FA MA® BC EA MA’

Inlocuind in (***) rezulti relatia dorita.
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