LOCUL GEOMETRIC AL UNUI PUNCT DE
CONCURENTA DIN TRIUNGHI
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Abstract. In this note, we find the locus of the generalized Torricelli-
Fermat point.
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In articolele [3] si [4], considerand un triunghi ABC, se rotesc varfurile
B si C in jurul lui A inspre exteriorul triunghiului cu acelagi unghi «,
obtinandu-se punctele B’ si respectiv C’. Dreptele CB’ si BC' se inter-
secteaza in punctul P4. Analog se obtin punctele Pp si Pe. In materialele
sus-citate se demonstreaza ca dreptele AP4, BPp si CPc se intersecteaza
intr-un punct 7y, care generalizeaza punctul Torricelli-Fermat, acesta obti-
nandu-se pentru o = 60°.
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Ne-am pus problema determinarii locului geometric al punctului 7,
atunci cand « variaza de la 0° la 360° si, cu ajutorul aplicatiei Geogebra,
acesta parea sa fie o hiperbola, pentru un triunghi scalen.

Pentru inceput, vom reaminti cateva lucruri referitoare la conice. Ecu-
atia generala a unei conice este data de

ar12® + 2a107y + agsy® + 2a107 + 2a20y + agy = 0, (1)

aip a2 A
unde a?; + a?, + a3y # 0. Invariantii unei conice sunt A = |a1a as2 a|,

a1p az0 aoo

a a . . . .. C

o= all a12 si I = ay1 + age. Valorile acestor invarianti determina tipul
12 Q22

conicei.

Astfel, daca A = 0, avem trei cazuri: § > 0, cand conica se reduce la
un punct, 6 = 0, cand conica se reduce la o pereche de drepte paralele sau
confundate gi § < 0, cand conica se reduce la o pereche de drepte concurente.
In acest ultim caz, daca I = 0, cele doua drepte sunt perpendiculare.

Daca A # 0, avem trei cazuri: § > 0, cand conica este o elipsa (daca
I-A < 0) sau multimea vida (daca I-A > 0), § = 0, cand conica este o
parabola gi 6 < 0, cand conica este o hiperbola. In acest ultim caz, daci
I =0, avem o hiperbola echilatera. ([2], pp. 441-447).

Vom obtine in continuare ecuatia acestui loc geometric intr-un sistem
de coordonate Oy convenabil ales.

Teorema. Daca a, b si ¢ sunt numere reale, cu a < b gi ¢ > 0, con-
sideram punctele A(a,0), B(b,0) si C(0,c) astfel incat triunghiul ABC sa fie
scalen. Ecuatia locului geometric al punctului 7, este

c(a +b)x? + 2(a® + b* — ¢ — ab)xy — c(a + b)y* — c(a + b)*x
+(a +b)(c* — ab)y + abc(a + b) = 0.
Demonstratie. Afixul punctului de concurenta a trei ceviene AA’,

BB’ si CC' este dat de egalitatea

__ ma+nb+pc
 m+n+p

t

unde a, b si ¢ sunt afixele varfurilor A, B, respectiv C, iar

BA’ CcB’ AC’

ac "Tpa PTop

Dar
sin C'sin(B + «) sin Asin(C + «) _ sin Bsin(A + «)

e sin Bsin(C + )’ "= sinC'sin(A4 + «)’ P= sin Asin(B + «a)’
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Rezulta astfel coordonatele punctului Tp:

~ (a+b)(ab+ F)sina+ c(a® — b?) cos o — ¢(a® — b?)

#(e) = 2(a? + b2 + c? —ab)sina + 20(2a —b)cosa —4c(a —b) (3)
c(a —b)?sina+ (a — b)(ab+ ) cos a — (a — b)(c* — ab)

yla) = 2(a®? 4+ b? + 2 —ab)sina + 2¢(a — b) cos a — 4c(a — b)

Eliminand parametrul «, obtinem ecuatia din teorema.

Consecinta. Locul geometric (2) este o hiperbola echilatera care trece
prin varfurile triunghiului.

Demonstratie. Invariantii conicei sunt: A = 1c(a — b)%(a + b)(2ab +
A —bv)2ab+c—a?), 5= —ca+b)?—(a®>+b* - —ab)?si I =cla+
b) — c(a 4+ b) = 0. Se observa ca pentru un triunghi oarecare, avem A # 0 si
6 < 0, de unde concluzia. O

Animatia care ilustreaza acest loc geometric poate fi gasita la adresa
https://www.geogebratube.org/student/ mJ4KHBY V0.

Observatia 1. In cazul triunghiului isoscel, avem b = —a, ¢ # —aV/3
si rezulta x(a) = 0, locul geometric fiind axa Oy. Daca triunghiul este
echilateral, deci b = —a, ¢ = —av/3, rezulta z(a) = 0 si y(a) = —a:gﬁ, deci

locul geometric este centrul triunghiului.

Observatia 2. Pentru a = 60°, din (3) se obtin coordonatele punctului
lui Torricelli de speta intai, iar pentru o« = —60°, coordonatele punctului lui
Torricelli de speta a doua.
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