ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

ASUPRA TEOREMEI COSINUSULUI
NECULAT ROMANY)

Abstract. The starting point of this article is represented by [1]. Inspired
by this, we put toghether facts which could be considered as a proof for
the well-known cosine theorem
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Acest articol urmareste deducerea teoremei cosinusului pe o cale mai
putin uzuala, folosind cateva constructii auxiliare.

Prima demonstratie
Consideram triunghiul ABC' si punctele D € [CB, E € [BC, astfel
incat <BAD = <ACB si <CAFE = 4ABC.
A

B D FE C

Observiam ca: segmentele orientate DE si BC' au aceeasi orientare <=
JBAD + <CAE < <BAC <= J<BAC > 90°.

Apoi, observim ca SADB = <BAC = < AEC, deci triunghiul ADE
este isoscel (eventual, degenerat, daca ¥BAC = 90°), cu AD = AFE. De-
ducem

o __ v S o
DE = 24D cos S ADE — {2AD cos(180 JBAC),daca ¥ BAC /<9O

2AD cos(xBAC) ,daca < BAC < 90°.
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Astfel, daca alegem BC ca orientare de referinta,
DE = —AD cos 4 ABC.
Din AABC ~ ADBA obtinem
AB AC BC
DB DA BA’

de unde )
AB AB - AC
BP="pe AP="p
Analog obtinem,
AC?
E=——.
¢ BC
Rezulta, tinand cont si de orientare,
- —— _—— __  AB? AB - AC AC?
BC =BD+ DE + EC = BC -2 BC COS<IBAC+%,

de unde
BC? = AB? —2AB - AC cos X BAC + AC?.

A doua demonstratie
In figura initiala consideram si punctele M € [CB, N € [BC, astfel
incat CM = AC, BN = AB.

Deoarece triunghiul AC'M este isoscel cu CA = CM,

SOAM = %(1800 ~ SACB) = %(<{CAB + 5ABC) = %(
deci [AM este bisectoarea unghiului (eventual, degenerat) <*BAE. Analog,
[AN este bisectoarea <CAD.

Daca luam centrul I al cercului inscris in triunghiul ABC, atunci el
se afla pe bisectoarele [BI si [C1 ale triunghiurilor isoscele ABN si AC'M,
deci pe mediatoarele segmentelor AN si AM. Astfel, I este centrul cercului
circumscris triunghiului AM N. Folosind unghiuri orientate avem

JCAB + 4CAE),

PR N\ N\ PR 1 — —\ 1 ——
MAN = MAB + BAC + CAN:§EAB+ BAC+§CAD

X\

1 —X N\ 1 —x\ N\ 1
= E(EAC'—F CAB)+ BAC + i(C'AB—i- BAD) = §(B +O),
deci, in triunghiul AMN, SMIN =24MAN = B + C.
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Din triunghiul isoscel MIN,

MIN
MN:27“tg<I ZQTCtg57
unde r este raza cercului inscris in triunghiul ABC.
S besin A .
Dar, r = — = ————. Prin urmare,
a+b+c
A
. 4becos® =
MN = Mc‘cgé e MN= 2
a+b+c T2 a+b+c
Cum S
MN =MC+CB+ BN =b—a+c,
obtinem

2

A A
(b+c)2—a2:4b000825 — b> 4 ? — a® = 4bccos 3~

2bc

— b+ —a®=2ccos A < a®=10b>+c* — 2bccos A.
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