ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

STUDIUL CONVERGENTEI UNOR SIRURI
RECURENTE
DumITRU PopaY)
Abstract. In this note we find, under natural assumptions on the sequence
(an), >, the asymptotic behaviour of the sequence (zn),, defined by
rr > 0 and Tpy1 = xn + z—g, Vn > k, where p > 0 is a real number. In
our study the Stolz-Cesaro lemma has an essential role.
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In aceastd notd studiem convergenta unor siruri definite recurent. In
studiul nostru lema Stolz-Cesaro are un rol esential. Rezultatul principal al
acestel lucrari este teorema 2. Ea extinde teorema 1 din [1]. Sa reamintim
ca lema Stolz-Cesaro afirma ca daca (an),cy §i (bn),cy sunt doua siruri de

numere reale astfel incat (by),,cy este un sir strict crescator cu lim b, =o0,
n—oo

jar lim 2L 79 ovists in R, atunci lim In - oxistd si este egala cu
n—oo byt — by n—oo by,
i Up+1 — An '
n—00 bpi1 — by
Vom avea nevoie in continuare de urmatorul rezultat binecunoscut.
Pentru completitudine vom da gi o demonstratie a sa.
Propozitia 1. Fie p > 0 un numar real.
(i) Pentru orice t > 0 este adevarata inegalitatea

I+t >14+p+1)t
(ii) Pentru orice x >0, y > 0 este adevarata inegalitatea

(x4 y)P™ > 2Pt 4 (p+ 1) 2Py.
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Demonstratie. (i) Fie f:[0,00) = R, f(t) = 1+’ —1—(p+1)t.
Atunci f'(t) = (p+1)[(1+¢)P —1]. Avem f'(t) = 0 dacd si numai daca
(1+t)? =1, de unde, prin logaritmare, pln (t +1) =0, In(t+1) =0, t = 0.
Cum pe intervalul (0,00) derivata nu se anuleazd, ea are semn constant.
Din f/(1) = (p+1)(2? — 1) > 0 (deoarece p > 0), rezulta ca functia f are
derivata pozitiva in orice punct, deci este strict crescatoare. Cum f(0) = 0,
rezultd & f(t) >0, Vt >0, 1+ )P > 14+ (p+1)t, Ve > 0.

N Ty (s y : y\Pt Y
(ii) Din (i), pentru ¢t = = > 0 obtinem (1 + —) >1+(p+1)= sau,
T T x
efectuand calculele, (z +y)P*! > 2P 4 (p + 1) 2Py. 0

Teorema urmatoare este rezultatul principal al acestei note. Ea extinde
teorema 1 din [1].

Teorema 2. Fie p > 0 un numar real, k € N gi (an),,; un sir de
numere reale strict pozitive astfel incat

lim (ag +...4+ap) =0c0si lim m:oo.
n—o0 n—o00 Qp,

. . . . ) a
(i) Definim sirul (xn)n>k prin xp > 0 §i Tpye1 = Ty + —Z, Vn > k.
n

Atunci
T

lim z, =occ s lim - :(p+1)ﬁ,

n—00 n— o0 (ak bt an_1)ﬁ
(ii) Definim sirul (Yn),>p prin yr >0 $i Yni1 = yinpﬂ? Vo> k.
1+ anyn
Atunci
e 1
lim y, =0si lim y, (ap + ...+ ap_1)rt = ———.
e e (p+1)ptt

Demonstratie. (i) Prin inductie aritim ci z, > 0, Vn > k. Intr-adevir,
xp > 0, iar daca n > k si presupunem ca x, > 0 atunci, din relatia de
o a . o . oo .
recurenti, Tpi1 = Tn + —Z, si faptul ca toti termenii sirului (a,),~; sunt
Tn Z
strict pozitivi, deducem ca z,41 > 0.
Fie n > k. Din relatia de recurenta si Propozitia 1 (ii) deducem ca

n n

p+1
a a
xﬁillz(xwx_z) et prDah =+ (p+ 1)

adica

xflfl — 2Pl > (p+ 1) ay,. (1)
Din (1), dand lui n valorile k, k+1,...,n — 1 si adunand relatiile respective
obtinem

=2l > (p+ 1) (ak+ . Fan1), Y2 k41 (2)
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Cum, din ipoteza, lim (ax + -+ ap—1) = oo (daca lim w, = oo,
n—,oo n—oQ
atunci i lim wu,_1 = 00), din (2) si teorema clestelui rezulta ca lim x,, = occ.
n—oo

n—oo
Din (2) si a,, > 0, deducem ca Vn > k + 1 avem

p+1 p+1
z x ap+ -+ an_ ap+-- +a
>k s (p+ ) (p+1). (3)
an an an an
Tinadnd cont de ipoteza lim L ST 00, din (3) rezulta
n—00 Qan,
p+1
lim = 00 gi deci
n—o0o ay
. an
R %)

Sa observam ca pentru orice n > k avem

41 a. \ P! a p+1
p+1 “n _ .pFl n
xn+l—<xn+xp> = x5 <1+ p+1>

n In
de unde
ap p+1
+1 +1 1+ ) —1
fo_l — . ( xﬁ“ 5
= @ : (5)
Qn,
xz—l—l
(42t . . . s
Cum lurb¥ =p+1, din (4), (5) si caracterizarea limitei
xr— x
unei functii intr-un punct cu siruri rezulta ca
p+1 p+1
-
lim 2" — 1 (6)
n—0o0 Gy,

Deoarece sirul (ag + ...+ @), este strict crescator si are limita oo,
din lema Stolz-Cesaro, rezulta ca

p+1 p+1 p+1
) x Lox o — Ty
lim " = lim 2L " (7)
n—00 A + ...+ Ap—1 n—00 an,
pt1

Din (6) si (7) rezulta lim
n—oo Qp + -+ ap_1

= p + 1, din care, dupa
1
ridicarea la puterea P obtinem limita din enunt.
p

(ii) Sa notam x, = —. Folosind relatia de recurenta din enunt, avem
Yn
1

) a . o
Tp = — §l Tpe1 = Tp + —Z, Vn > k. Din (i) rezulta ca
Yk Tn

Tn

_1
o +— = (p+ 17T,
(ak 4+ ...+ an_1)1’+1



60 ARTICOLE §I NOTE MATEMATICE

din care deducem limita din enunt,. O
In continuare dam cateva exemple; pentru alte exemple vezi [1].
Exemplul 1. Fie a > 0, p > 0 numere reale.

[0}

n
(i) Definim sirul (ry),cy prin x1 > 0 §i Tpyr = Tp + o Vn € N.
n

1

€ 1)\ r+T

Atunci lim x, =00 si lim — 7 = <p+ ) .
n—00 n—00 nptl a+1

Yn Vn € N.

(ii) Definim sirul (Yn),en Prin y1 > 0 §i Yny1 = W’

1
. - atl a-+ 1)\
Atunci lim y, =0 st lim nriiy, = ( ),, )
n—00 n—00 P+ 1
Demonstratie. (i) Luam a, =n® si k=1 In teorema 2. Cum «a >0,

1“+...+(n-1)"

1
din lema Stolz-Cesaro avem lim T = Deoarece
n—o not n 04_'—_|— 1
a > 0, rezulta ca lim (a1 +...+a,) =ocosi lim =T _ . Din
n—oo n—oo A
1
teorema 2, lim n — = (p+ 1)»+T. Trecand la limita in
T (1Y L+ (n— 1)) P
egalitatea
1
14 ... — 1)*\ 1
i = - a1'< R )>p >,
nrtt (1@ 4 ...+ (n—1)%)pt n

1
n—)oong% a+1

(ii) Rezulta din (i).

1
1)\ p+1
obtinem lim n (p—l— )p .

Exemplul 2. Fie a > 0, p > 0 numere reale.

o

n*n
i) Definim sirul (x, prin x1 > 0 §t xpy1 = Ty + —5—, Vn € N.
neN + 7P
n
x 1
Atunci lim x,, = oo §i lim L = (p+1)PH.
n—reo "m0 et (Inn) e+t
(i1) Definim sirul (yy) priny; > 080 Ypi1 = ———0—
n/neN n 1+ yﬁ—i—l In%n
1

1 el
Atunci lim y, =0 ¢i lim ne+t (Inn)r+ y, = (p+ 1) L.
n—o00 n—o0

,Vn € N.

Demonstratie. (i) Luam a, = In“n si £ = 1 in teorema 1. Sa obser-
In“1+...+In%(n—1)

vam ca, din lema Stolz-Cesaro, lim = 1. De aici
n—a n_'_lno‘ 7:’5_
_ . ai+...ta _
deducem ca lim (a; + ...+ a,) = oo, lim TP 5o, Din teorema
n—00 n—00 anp,
x 1
1, lim = — = (p+1)»+1. Tinand cont ca pentru

T (¥ 14+ In® (n— 1))
orice n > 2 avem
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T, B Tn <ln"‘1+...+ln"‘(n—1)>p}rl
nﬁ(lnn)ﬁ (lna1+...+lna(n—1))ﬁ nn®n
1
si trecand la limita, obtinem lim % =(p+1)rFL.
n—00 =g ey

nr+ (Inn)r+

(ii) Rezulta din (i).
Exemplul 3. Fie a > 0, p > 0 numere reale.

nln“n
(i) Definim sirul (zn),en prin 1 >0 $i Tny1 = T + —5—, Vn € N,
Tn
1
€ 1)\ p+t
Atunci lim z, = oo i lim ——"— = <p+ ) .
n—oo n—oo nm (ln n)m 2

Yn
1+n(n®n)yhtt

(ii) Definim sirul (Yn),en Prin y1 > 0 §i ynp1 =

2 _a 2 +1
Vn € N. Atunci lim y, =0 §i lim nr+T (Inn)r+t y, = <—> o
n—00 n—00 P+ 1
Demonstratie. (i) Luam a, = nln®n si k = 1 in teorema 1. Din lema
Stolz-Cesaro rezulta ca

lim In*14+---4+n—-1)h%(n-1) 1

n—a n?n%n 2
a+...+a
De aici deducem ca lim (a; + ...+ a,) = 0o, lim ht Tt oo. Din
n— 00 n—00 Qp,
teorema 1,
x 1
lim - — = (p+1)r+T.

T A1+ ..+ (n—1)In® (n — 1))t
Tinand cont ca pentru orice n > 2 avem egalitatea
T . T

N (Inn)PT (114 ...+ (n—1)In® (n — 1))
<1ln"‘1+...+(n—1)lna(n—1)>pi1

n?ln“n
I\ 7
p+1
si trecand la limita obtinem lim —; n — = (p i ) .
"7 et (Inn) Pl 2
(ii) Rezulta din (i).
Exemplul 4. Fie p > 0 un numar real.
1
(i) Definim sirul (zn),5o prin x2 > 0 $i Tpp1 = Tp + m,

1
Vn > 2. Atunci lim z, = oo si lim n — = (p+1)pF1.
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.. . . . . n(lnn)y
(ii) Definim sirul (yn),>o prin y2 > 0 $i ypp1 = %,
n(Inn) +yn
1

Vn > 2. Atunci lim y, =0 ¢i lim (In (lnn))zﬂlﬁ yn = (p+ 1) »+i.
n—oQ n—,oo

1
Demonstratie. (i) Luam a,, = oy si k = 2 1n teorema 1. Cum din
nlnn
lema Stolz-Cesaro,
1 1

. 2In2 e (n—1)In(n—1)

lim =1,

n—ao In (h’l TZ)
deducem ca lim (ag + ...+ a,) = oo, lim Goto

n—o00 n—o00 an,
1

Din teorema 1, lim T — = (p+ 1)pF1.

<21n2+'”+ (n—l)ln(n—l))

Trecand la limita in egalitatea

T . Tn
T T
In (1 P+l 1 1 p+1
(1n (lan)) .
2In2 (n—1)ln(n—1)
L 1 P
2In2 7 (n—1)In(n—1)
In(Inn)
Tn, 1

oricare ar fi n > 3 obtinem lim — = (p+ 1)r+t.
"7 (In (Inn))p+t
(ii) Rezulta din (i).
Exemplul 5. Fie p > 0 un numar real.

N
) . ) , e
(i) Definim sirul (z),cy prin 1 > 0 §i Ty = Ty + gt Vn € N.
n
T 1 1
Atunci lim x, = o0 gi lim = N (p+1)»F1.
n— 00 n—00 n

n2(+1) gp+1

(ii) Definim sirul (Yn),en Prin y1 > 0 i Ypy1 = =

——, VneN.
1+ eviyhtt

Vn 1

1 _1 _1
Atunci lim y, =0 si lim n2@+Deptliy, =27 p+1 (p+ 1) pHi,
n—o00 n—o00

Demonstratie. (1) Luim a, = eV gi k = 1 in teorema 2. Cum, din
VI 4. . 4eVnl

lema Stolz-Cesaro, AI_I)I(IX N = 2, obtinem
lim (a; + ...+ a,) = oo, lim u:o@
n—00 n—00 A

. . T
Din teorema 2, lim
n—,oo

1
= (p+ 1)p+1'
(e\/I +.+ eV"_1> P



C.-M. ZIMBREA, REZULTANTUL A DOUA POLINOAME $I APLICATII 63

Trecand la limita in egalitatea
1

T, Ty N e
1 N 1 NG )
n2(+1) gp+1 <e\/T + ...+ e\/n—1> pt+1 \/T_Ze
Tn

— 24T (p+ 1)71.

oricare ar fi n > 2, obtinem lim ——
> n—soo L1 vn
n2(r+1) ep+1

(ii) Rezulta din (i).

Exemplul 6. Fie p > 0 un numar real.

Definim sirul (xy),cy prin 1 > 0 §i Tpp1 = (|22 + —5, Vn € N.

Atunci lim x, = co gi lim —Y Q7 —
nree oo n2(+2) ep+2
) . . 5 , evn
Demonstrafie. Ridicand radicalul la patrat avem z; ., = 5, + —5,
n
y 5 . evr
Vn € N. Notam a,, = z;,, ¥, = \/a, obtinem a, {1 = a, + —, Vn € N.
an
Din exemplul 5, in care in loc de p avem g, rezulta ca lim a, = oo si
n—o0
1 1
. a b 2 .o

lim ——% =23+ (]_o + 1) 2t adica
n—00 . 7pﬁ 2

n2(5+1) g 5+1

2
9 2
T 2 2\ p+2
lim — 0 — 95t (2E2)7
n—ooo L 2vn 2
npr+t2ept+2

Extragand radicalul obtinem valoarea din enunt,.
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