
Probleme propuse 605

a) Dac  Q este mijlocul segmentului PC, ar taµi c  MQ ∥ NP .
b) Ar taµi c  BP = 1

3 ·BC.

6. Fie paralelogramul ABCD ³i punctul E intersecµia bisectoarelor
unghiurilor �ABC ³i �BAD. Demonstraµi c  E ∈ DC dac  ³i numai dac 
AB = 2 ·BC.

Clasa a VIII-a

7. 1. Ar taµi c  1√
1+

√
3
+ 1√

3+
√
5
+ 1√

5+
√
7
+ . . .+ 1√

119+
√
121

∈ N.

8. Ar taµi c , pentru orice num r întreg x, num rul A = (
√
3x− 2)2 +

(2
√
3 + x)2 + (

√
5x− 4)(

√
5x+ 4) este un num r natural, p trat perfect.

9. a) Ar taµi c  x2 + 3y2 − 4x+ 2
√
3y + 5 > 0, pentru orice x, y ∈ R.

b) Determinaµi a, b ∈ R pentru care a2 − 8a+ b2 − 2b+ 17 = 0.
c) Determinaµi numerele reale a, b, c cu suma egal  cu 2019, pentru care

a2 + b2 + c2 = ab+ ac+ bc.

10. Lungimile diagonalelor feµelor unui paralelipiped dreptunghic sunt
13cm,

√
194cm ³i

√
313 cm. Determinaµi:

a) diagonala paralelipipedului;
b) volumul paralelipipedului.

11. Ar taµi c :
a) Num rul tuturor muchiilor unei piramide este mereu num r natural

par.
b) Num rul tuturor muchiilor unei prisme este mereu num r natural

multiplu de 3.

12. Determinaµi lungimea drumului minim de la A la C care taie muchia
VB, parcurs pe suprafaµa lateral  a tetraedrului regulat VABC, de muchie
2
√
3cm.

Clasa a IX-a

13. 1. a) Ar taµi c , dac  x este num r real ³i [x] + [−x] = 0, atunci x
este num r întreg.

b) Rezolvaµi ecuaµia
[
2020x
x+1

]
+
[
2020
x+1

]
= 2020.

14. Ar taµi c  102020 + 18 · 2020− 28 este divizibil cu 27.

15. (Identitatea Botez � Catalan) Ar taµi c , dac  n este num r natural
nenul, atunci

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ . . .+

1

2n− 1
− 1

2n
=

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1
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.

16. a) Folosind un punct arbitrar P (x, y) dintr-un sistem de coordonate
carteziene, ar taµi c :√

(x− 3)2 + y2 +
√

x2 + (y − 2)2 >
√
13, ∀x, y ∈ R.
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b) Determinaµi cea mai mic  valoare a expresiei

E(x) =
√

4x2 + 28x+ 85 +
√

4x2 − 28x+ 113,

unde x este un num r real.
17. Diagonalele patrulaterului convex ABCD se intersectez  în O. Ar -

taµi c  centrele de greutate ale triunghiurilor AOB, BOC, COD ³i DOA sunt
vârfurile unui paralelogram.

18. Ar taµi c , dac  în interiorul patrulaterului convex ABCD exist  un
punct O astfel încât OA = OB = OC = OD ³i

−→
OA+

−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OD =

−→
0 ,

atunci ABCD este dreptunghi.

Clasa a X-a

19. Fie z ∈ C astfel încât
3z

2
+

1

3z
= 1. Calculaµi z4 +

1

z4
.

20. Rezolvaµi în mulµimea numerelor complexe ecuaµia z6−5z3+4 = 0.

21. Determinaµi z ∈ C astfel încât
2z + 3− 4i

1 + 2i+ z̄
=

9

4
.

22. Fie z∈C, cu |z|62 ³i |z + 1|6
√
5. Ar taµi c 

∣∣∣∣z + 1

2

∣∣∣∣ 6 √
17

2
.

Când are loc egalitatea ?
23. Fie α ∈ C o soluµie a ecuaµiei z2 + z + 1 = 0.
a) Calculaµi produsul (1− α) · (1− α2) · (1− α4) · (1− α5).
b) Ar taµi c  (3 + 5α+ 3α2)6 ∈ Z.
24. a) Rezolvaµi în mulµimea numerelor complexe ecuaµia z5 = z .
b) Fie z1, z2, . . . , zn soluµiile ecuaµiei de mai sus. Determinaµi natura

poligonului M1M2 . . .Mn, unde zi este a�xul punctului Mi.

Clasa a XI-a

25. 1. Determinaµi valorile parametrilor reali a ³i b astfel încât

lim
n→∞

(
3
√
an3 + 2an2 −

√
n2 + n+ b

)
= 1.

26. Calculaµi lim
n→∞

n∑
k=1

k2 − 3

k!
.

27. Calculaµi lim
x→0

√
1 + x sinx− cosx

1− cosx
.

28. Fie matricea A(x) =

1 + 2x 0 4x
0 1 0
−x 0 1− 2x

, unde x este un num r

real.
a) Ar taµi c  A(x) ·A(y) = A(x+ y) , (∀)x, y ∈ R.
b) Calculaµi (A(x))n

29. Fie A = (aij)i,j=1,5 ∈ M5(R), cu aij = max{i, j}. Calculaµi detA.


