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sau
(
a
2

)2 · (x−ma)+c2 ·ma−c2 ·x = x · (x−ma) ·ma. Dup  calcule, obµinem
aceea³i ecuaµie ³i acela³i rezultat în la cazul 1. În ambele cazuri avem

AF = AD +DF = ma +
c2 −

(
a
2

)2
ma

=
b2 − c2

2ma
.

Punctul b) se demonstreaz  identic ca b) de la Propoziµia 5.

Consecinµa 1. În condiµiile Propoziµiei 1, avem

a) F ∈ (DN) ⇐⇒ a2 < b2 + 3c2;
b) N ∈ (DF ) ⇐⇒ a2 > b2 + 3c2.

Demonstraµie. a) Dac  DF < DN (Fig. 4), atunci

(
a
2

)2 − c2

ma
< ma,

echivalent cu
(a
2

)2
− c2 < m2

a, echivalent cu
(a
2

)2
− c2 <

2
(
b2 + c2

)
− a2

4
,

echivalent cu a2 < b2 + 3c2.
b) Pornind de la DF > DN (Fig. 5), calculele merg analog ca la a).
Consecinµa 2. În condiµiile Propoziµiei 1, dac  F ∈ (DN) atunci

c < a
2 < b.
Demonstraµie. �inând seama de Consecinµa 1 ³i de faptul c  c < b avem

a2 < b2 + 3c2 < 4b2, de unde a < 2b, deci a
2 < b. Dar c < a

2 din Propoziµia 4
³i atunci rezult  concluzia.
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Abstract. We present two solutions to a problem involving a polynomial
divisible by the sum of its derivatives
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Ne propunem s  rezolv m prin dou  metode o problem  frumoas  de
polinoame din ,,folclorul� matematic ³i anume:

S  se determine polinoamele f din C[X] de grad n > 1 cu proprietatea

c  f ′ + f ′′ + f (3) + . . .+ f (n) divide f.

Soluµia I (L. Giugiuc) Dac  f are coe�cientul dominant c, atunci nc este

coe�cientul dominant al lui
n∑

k=1

f (k) = g.
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Mai mult, grad(g) = n− 1. Deci, exist  b ∈ C astfel încât

nf = (X − b)

n∑
k=1

f (k). (1)

Prin deriv ri succesive ale relaµiei (1) ³i folosind relaµia lui Leibniz
obµinem

(n− j)f (j) = (X − b+ j)

n∑
k=j+1

f (k), j = 0, . . . , n− 1.

În particular, pentru j = n− 1 avem f (n−1) = (X − b+ n− 1)f (n).
Pentru j = n − 2 avem 2f (n−2) = (X − b + n − 2)(f (n−1) + f (n)) =

(X − b+ n− 2)(X − b+ n)f (n). A³adar, b− n este r d cin  a lui f (n−2).
Pentru j = n−3 avem 3f (n−3) = (X−b+n−3)(f (n−2)+f (n−1)+f (n)).

Cum b− n este r d cin  a lui f (n−2) ³i a lui f (n−1) + f (n), deducem c  b− n
este r d cin  a lui f (n−3).

Obµinem inductiv c  b− n este r d cin  a lui f (j), j = 0, . . . , n− 2.
De mai sus avem c  b−n nu este r d cin  a lui f (n−1). În concluzie, b−n

are ordinul de multiplicitate n−1 în f , de unde f = c(X− b)(X − b+ n)n−1.
Notând b− n = a, vom obµine o form  mai elegant  a lui f , anume

f = c(X − a− n)(X − a)n−1.

Se poate veri�ca inductiv c  polinoamele f = c(X − a − n)(X − a)n−1

au proprietatea dorit .

Soluµia a II-a (M. �ena). Ca în prima soluµie avem

f =
1

n
(X − b)(f ′ + f ′′ + . . .+ f (n)).

Not m h = f + f ′ + f ′′ + . . .+ f (n), deci h′ = f ′ + f ′′ + . . .+ f (n) ³i

f =
1

n
(X − b)h′. (2)

Dar f = h− h′ ³i

(1) ⇐⇒ h− h′ =
1

n
(X − b)h′ ⇐⇒ h =

1

n
(X − b+ n)h′. (2)

Egalitatea (2) arat  c  h′ divide h ³i atunci se ³tie (se poate vedea,
de exemplu, [1]) c  h are o singur  r d cin , multipl  de ordin n. Aceast 
r d cin  este, evident, a = b− n, prin urmare

h = c(X − a)n. (3)

Din (1) ³i (3) rezult  f = c(X − b)(X − a)n−1 = c(X − a− n)(X − a)n−1.
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Abstract. We present here a general frame for some problems involving
the computation of the limit of several sequences given by Riemann inte-
grals
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În acest articol vom prezenta metode de calcul a limitei unor ³iruri
de�nite prin integrale. Scopul acestei lucr ri este de a prezenta o schem 
general  cu care pot � rezolvate u³or anumite tipuri de limite din integrale,
multe dintre ele f când obiectul unor probleme de concurs sau �ind publicate
în diverse reviste de matematic .

Metodele utilizate constau în aplicarea rezultatelor teoretice prezentate
în cele ce urmeaz .

Teorema 1. Fie D un interval nedegenerat, x0 ∈ R punct de acumulare
la dreapta pentru D, iar (an)n>1 ³i (bn)n>1 dou  ³iruri din D cu propriet µile
bn > an > x0,∀n ∈ N∗ ³i lim

n→∞
an = lim

n→∞
bn = x0. Dac  f : D → R este o

funcµie continu  pe D ³i m rginit  pe o vecin tate V a lui x0, atunci

lim
n→∞

∫ bn

an

f(t)dt = 0.

Demonstraµie. Cum (an)n>1, (bn)n>1 sunt ³iruri din D cu bn > an > x0,
∀n ∈ N∗, rezult  c  [an, bn] ⊂ D, ∀n ∈ N∗. Deoarece f este continu  pe
D, rezult  c  pentru orice n ∈ N∗ funcµia f : [an, bn] → R este continu  pe
[an, bn] ³i, aplicând teorema de medie, rezult  c  exist  cn ∈ [an, bn] astfel
încât ∫ bn

an

f(t)dt = (bn − an)f(cn). (1)

Din ipotez  avem lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = x0, de unde lim
n→∞

(bn − an) = 0.

Deoarece an 6 cn 6 bn,∀n ∈ N∗, exist  un rang N astfel încât cn ∈ V ,
∀n ≥ N , deci exist  M ∈ R astfel încât |f(cn)| ≤ M , ∀n ≥ N .

Din (1), |(bn−an)f(cn)| < M(bn−an) ³i bn−an → 0 rezult  concluzia.

Corolar 1. Fie D un interval nedegenerat, x0 ∈ R punct de acumulare
la dreapta pentru D, iar (an)n>1 ³i (bn)n>1 dou  ³iruri din D cu propriet µile
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