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Abstract. We present two solutions to a problem involving a polynomial
divisible by the sum of its derivatives

Keywords: polynomial, derivative, divisibility
MSC: 12D05

Ne propunem sa rezolvam prin doud metode o problema frumoasa de
polinoame din ,folclorul“ matematic si anume:

Sa se determine polinoamele f din C[X] de grad n > 1 cu proprietatea
ca 1+ "+ O+ 4+ f) divide f.

Solutia T (L. Giugiuc) Dacd f are coeficientul dominant ¢, atunci nc este
n
coeficientul dominant al lui E f(k) =g.

k=1
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Mai mult, grad(g) = n — 1. Deci, exista b € C astfel incat
nf=(X-b f". (1)
k=1

Prin derivari succesive ale relatiei (1) si folosind relatia lui Leibniz
obtinem

k=j+1

In particular, pentru j =n — 1 avem f(*~1) = (X —b+n-— 1)f(”).

Pentru j = n — 2 avem 22 = (X —b+n — 2)(f(D) 4 f0)) =
(X —b4+n—2)(X —b+n)f". Asadar, b — n este radacina a lui f*=2).

Pentru j = n—3 avem 3f("3) = (X —b+n—3)(f("=2) 4 fin=1) 4 f(n)),
Cum b —n este radicingd a lui f 2 gialui f@Y 4+ f™ deducem ca b—n
este radacing a lui f(*=3).

Obtinem inductiv ci b — n este raddcing a lui fU), j=0,...,n—2.

De mai sus avem ci b—n nu este radacing a lui £ Y. In concluzie, b—n
are ordinul de multiplicitate n—11in f, de unde f = ¢(X —b)(X —b+n)" .
Notand b —n = a, vom obtine o form& mai eleganti a lui f, anume

f=cX —a—n)(X—a)" "

Se poate verifica inductiv ci polinoamele f = ¢(X —a —n)(X —a)"!

au proprietatea dorita.

Solutia a IT-a (M. Tena). Ca in prima solutie avem
F= (X =B+ ),
Notam h = f+ f' + f"+...+ f™ deci W = f' + f" +... + f™ gi
f= (X b )

Dar f =h— N si
1 1
(1) <= h—hN=—-(X-bh < h=—(X-b+n)h. (2)
n n

Egalitatea (2) arata ca b’ divide h gi atunci se stie (se poate vedea,
de exemplu, [1]) cd h are o singurd radacind, multipld de ordin n. Aceastd
radicing este, evident, a = b — n, prin urmare

h=cX —a)". (3)
Din (1) si (3) rezulta f = ¢(X —b)(X —a)" ' =¢(X —a—n)(X —a)" L.
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