PENTRU CERCURILE DE ELEVI

METODA REDUCERII LA ABSURD IN DIVERSE
APLICATII

TRAIAN TAMAIAN b

Metoda reducerii la absurd se poate aplica la rezolvari de probleme din
diferite domenii ale matematicii. Folosirea ei este aprope ,,automata“ atunci
cand vrem sa aratam ca este imposibila aparitia unei anumite situatii. In
aceasta lectie vom prezenta cateva tipuri de astfel de probleme a caror re-
zolvare ,,cere” utilizarea acestei metode. Multe dintre problemele prezentate
sunt publicate in diverse reviste de specialitate sau constituie subiecte date
la olimpiade sau concursuri de matematica.

P1. (T. Tamdian, GM.-B nr. 3/2006) Pentru n € N, n > 3, se
n

considerd numerele reale x1,%o, ..., Ty, astfel incat g sinx; > v/n.

i=1
n
Demonstrati ca Zcos x; < y/n(n—1).

=1
Solutie. Reducand la absurd, presupunem ca
Zcosxi > y/n(n —1) (1.1)
i=1

DProfesor, Liceul Teoretic Carei.
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Prin ridicare la patrat, din (1.1) obtinem

n
20052 x; + 2 Z cosx;cosx; > n(n —1). (1.2)
i=1 1<i<j<n
n n sin x;
Din Zsin z; = /n rezulta E:sin2 i+ 2 Z sinz; > n. (1.3)
i=1 i=1 1<i<j<n

Adunand relatiile (1.2) si (1.3) rezulta

2:(31112 ;4 cos® z;) + 2 Z cos(z; —xj) >n+nn—1) <

i=1 I<i<jsn
1
& Z cos(x; — xj) > §n(n - 1),
1<i<g<n
fals, caci
1
Z cos(z; — xj) < Z 1= §n(n -1).
1<i<i<n 1<i<j<n

Presupunerea facuta este deci falsa si rezulta concluzia.

P2. (M. Chirciu, GM.-B nr. 1/2005) Fie z,y,z € R astfel incdt
sinx 4 siny 4+ sin z > V3.

Demonstrati cd are loc relatia cos + cosy + cos z < V6.

Solutie. Rezulta din P1 in cazul particular cand n = 3.

1 1
P3. Demonstrati cd max<{ x> + 1y + Z,yQ +x+ 4} > 0,Vx,y € R.

Solutie. Rationand prin reducere la absurd, presupunem ca exista

1 1
x,y € R astfel incat z? + y + 1 <0siy?+ax+ 1 < 0. Adunand aceste

1\2 1\ 2

relatii obtinem z? + y? + z +y + % < 0, adica |z + 2> + <y + 2> < 0,
ceea ce este fals. Presupunerea facuta este falsa si rezulta concluzia.

P4. Sa se arate ca |z1 + 22| < 2 sau 221+ 29| = 3, Vz1,290 € C cu
|21] = |22].

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca exista z1,29 € C, cu
|z1] = |z2|, |21+ 22| > 2 s1 |221 + 22| < 3. Rezulta ca 3|z1 + 22| > 6 si
6 > 2|2z1 + 22|, de unde

3|2’1—|—Z2| >2‘22’1+22| (4.1)

Cum |22| = z-2,Vz € C, inegalitatea (4.1) este echivalenta sucesiv

cu 9|z + 22\2 > 412z + 22\2, 9(z1 + 22)(Z1 + Z2) > 4(221 + 22)(271 + Z2),
9(’711|2 + |Z2\2 + Z1z2 + 2172) > 16 ’21|2 +4 \22|2 + 8(Z122 + 2172),

0> 7’21|2 —5‘22’2 — 2122 — 2129. (4.2)
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Deoarece din ipoteza avem |z1| = |22/, inegalitatea (4.2) se scrie echiva-
lent 0 > |:<:1|2 + \22|2 —Z129 — 2122, (21 — 22)(Z1 — 22) < 0, |21 — 22|2 < 0, ceea
ce este fals. Presupunerea facuta este deci falsa si rezulta concluzia.

P5. Studiati dacd existd x,y € R* astfel incdt

47 4 /20117 + 2011Y — 2 = 2% Fv+l _ 1,

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca exista z,y € R* cu
proprietatea ceruta. Relatia se scrie echivalent

V20112 +2011Y — 2 + (2°7¥ — 1)? = 0,
de unde rezultd 2011% 4+ 2011Y -2 =05i 27 — 1 = 0 & y = —z. Atunci
20117 4 20117% = 2 4 20117 4 oo = 2 & (20117 — 12 =0sz=0.

Rezulta ca o = y = 0, fals. Presupunerea facuta este deci falsa.

P6. Pentru x,y € (0,00) se considerd

1 1 1
+ + .
l4xz+22 14y+y?> l14+z+y

E(x7y) =

Sa se arate ca, daca E(x,y) =1, atunci xy = 1.
Solutie. Avem

1 1 1 1 1+ +2?
E<$’>: 3 T T, 1 T~ 5 =1 (6)
T ltz4a® 1+7+5 14+z+; lHzta

Aplicam metoda reducerii la absurd. Presupunem ca xy # 1.

1
Daca xy > 1, rezulta y > — si atunci, folosind (6), avem E(z,y) <
x

E (x, 1) =1, fals.
x

1
Daca xy < 1, rezultd y < — si atunci, folosind (6), avem E(z,y) >
x

1
E(z,—) =1, fals.

x

Presupunerea facuta este falsa si rezulta ca zy = 1.

P7. Exista functii f : (0,00) — R, injective, astfel incat

f(z?) + £(2%) = 2009, Vo € R?

Solutie. Presupunem ca exista o astfel de functie. Dand lui x valorile 2
si 4 obtinem respectiv relatiile 2f(4) = 2009 si 2f(16) = 20009.

Din aceste relatii obtinem ca f(4) = f(16), fals. Presupunerea ficuta
este deci falsa si rezulta ca nu exista astfel de functii.

P8. Exista functii f : (0,00) — R, injective, astfel incat f(z)+ f(2%) +
f(logy ) = 2009, Vx € (1,00)?

Solutie. Presupunem ca exista o astfel de functie. Dand lui x valorile 2 si
4 obtinem respectiv relatiile f(2)+ f(4)+ f(1) =2009si f(4)+ f(16)+ f(2) =
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= 2009. Din aceste relatii obtinem ca f(1) = f(16), fals. Presupunerea facuta
este deci falsa si deci rezulta ca nu exista astfel de functii.

P9. (T. Tamdaian, G.M.-B nr. 10/2015) Fie matricele A, B € M,(C),
n > 2, astfel incat a(AB— BA) = A2, unde a € C. Sd se arate cd det A = 0.
Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca det A # 0. Rezulta ca A

este inversabila si relatia din enunt; se scrie succesiv aAB — (A+aB)A = O,
aB - A"Y A+ aB)A=0,, (A+aB) - A"'(A+aB)A = A,

(A4+aB)A ™' — A YA+ aB) = I,. (9)

Din (9) rezultd ca Tr[(A + aB)A™! — A=Y (A + aB)] = Trl,, adici
0 = n, fals. Rezulta ca presupunerea facuta este falsa si deci det A = 0.

P10. Fie a € C si A, B € My(C) astfel incit a(AB — BA) = A2

Sd se arate cd A% = O,.

Solutie. Din P9 reiese ca det A = 0. Aplicand teorema Hamilton-
Cayley obtinem A? = Tr(A)A. Folosind ipoteza si luaind urmele matricelor,
obtinem oTr(AB — BA) = (Tr(A))?, de unde Tr(A) = 0. Astfel, A2 = O,.

P11. Fie A, B € M,(C),n € N, n > 2, astfel incat A>4+B?+2AB = O,,.
Sa se arate ca det(A + B) = 0.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca det(A + B) # 0. Re-
zulta ca matricea A 4+ B este inversabila si relatia din enunt se scrie succesiv

(A+ B)B=—-A(A+B), B=—(A+ B)"'A(A+ B),

A+B=A—-(A+B)'A(A+B), I, =A(A+B)"! - (A+ B) A

Rezulta ca Tr(I,) = Tr[A(A+B)~' —(A+B)~'A], adica n = 0, absurd.

Rezulta ca presupunerea facuta este falsa i deci det(A + B) = 0.

P12. Fie A, B € My(C), astfel incat A% + B? +2AB = O,. Si se arate
cd det(A — B) = 2(det A + det B).

Solutie. Din P11 reiese ca det(A + B) = 0.

Se cunoagte ca pentru orice A, B € M»(C) are loc relatia

det(A + B) + det(A — B) = 2(det A + det B)

si, folosind relatia precedenta, rezulta ca det(A— B) = 2(det A+det B), adica
relatia ceruta.

P13. (T. Tamaian si G. Buth, O.M.L., 2016) Aratati ca nu exista ma-
trice A, B € My(R) cu proprietatile A2+ B?+2AB = O, si det(A% — B?) < 0.

Solutie. Presupunem ca exista doua matrice A, B € M3(R) cu pro-
prietatile din enunt. Se cunoaste ca pentru orice X,Y € Ms(R) are loc
relatia

det(X +Y)+det(X —Y) =2(det X +detY). (13.1)
Inlocuind in relatia (13.1) pe X cu A% si pe Y cu B? rezulta

det(A? + B?) + det(A? — B?) = 2[det(A?) + det(B?)]. (13.2)
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Relatia din enunt se scrie A% + B? = —2A4B, de unde det(A4? + B?) =
= (—2)?det(AB), adica

det(A? + B?) = 4det Adet B. (13.3)

Din (13.2) si (13.3) rezulta ca
4det Adet B + det(A% — B?) = 2([det A)? + (det B)?,
ceea ce da det(A? — B?) = 2(det A —det B)?. Cum det(A? — B?) < 0, rezulta
ci 2(det A — det B)? < 0, absurd.
Rezulta ca presupunerea facuta este falsa si rezulta concluzia.

P14. (M. Omarjee, G.M. 5/2013) Fie A, B doua matrice distincte din
M, (R) astfel incat B2 = BA. Poate fi matricea AB + B? inversabila?

Solutie. Presupunem ci matricea AB + B? este inversabili.

Cum AB + B% = (A + B)B, rezulta ci B este inversabili. Atunci din
B? = BA rezulta B = A, fals.

Rezulti ci presupunerea facuti este falsd, deci matricea AB + B? nu
poate fi inversabila.

P15. (V. Cerbu si M. Piticari, G.M.12/2013) a) Sa se gaseasca doua
matrice patratice de ordin doi cu elemente reale cu proprietatea ca

2 3
2 2 _
A+B_<3 2).

b) Sa se arate ca orice doua matrice patratice de ordin doi cu elemente

. o 2 9
reale, care au proprietatea ca A%+ B? = (3 g), nu comuta.

Solutie. a) Cautam matrice de forma A = <§ g), B = <2 g), unde
x,y, z,t € (0,00).

3
deundem:t:ﬂ,y:z:\ﬁ.
: . V2 3/V2 A 0 . .
Obtinem matricele A ( 0 0 ) B = 3/v2 V3) care satisfac cerinta.

b) Presupunem ca existd A, B € M>(R), cu AB = BA, astfel incat
A%+ B? = (2 3). Atunci avem

2 ay\ (2 3

Rezulta ca e 2] =3 o)

3 2

—5 = det(A% + B?) = det[(A + Bi)(A — Bi)] = |det(A + Bi)|* > 0,
fals. Rezulta ca presupunerea facuta este falsa si rezulta concluzia.

P16. (L. Giugiue, O.M.N., 201}) Fie n € N* gi A, B € M, (C), astfel
incat A2 4+ B2 = 2AB. Si se arate ci matricea AB — BA este singulari.

Solutie. Presupunem prin reducere la absurd ca matricea AB — BA este
nesingulara si, deci, este inversabila. Relatia din enunt este echivalenta cu
fiecare dintre relatiile

(A—B)?>= AB — BA, (16.1)

A(A—-B)=(A- B)B. (16.2)
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Cum AB — BA este inversabila, din (16.1) rezulta ca A — B este in-
versabila si din (16.2) rezulta B = (A—B) ' A(A— B), de unde reiese A—B =
= A—(A-B)'A(A-B),sau (A-B)(A—B)™' = A(A-B)"'-(A-B)" A,
deci I, = A(A— B)™' — (A - B)'A.

Rezulti ca n = Tr(l,) = Tr[A(A— B)™! — (A — B)"1A4] =0, fals.

Rezulta ca presupunerea facuta este falsa si deci matricea AB — BA
estre singulara.

BIBLIOGRAFIE

[1] T&miian Traian, Probleme pentru examene gi concursuri scolare, Ed. Paralela 45, 2013.
[2] Colectia revistei ,,Gazeta Matematicd“
[3] Colectia revistei ,R.M.T.”



