ASUPRA UNEI PROBLEME DE CONCURS
EUGEN PALTANEAY

Abstract. In this note, we comment on a contest problem (proposed
at the Romanian National Mathematical Olympiad -2019) claiming that
the solutions of the differential equation y” + f(z)y = 0, where f is an
increasing and positive function on [0, 00), are bounded.
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Una dintre cele mai frumoase probleme propuse la a 70-a editie a Olim-
piadei Nationale de Matematica — Deva 2019, se refera la marginirea solutiilor
unei ecuatii diferentiale liniare de ordinul al II-lea. Ne referim la Subiectul
3 propus la clasa a XII-a ([1], pag. 338). In nota matematici de fati ne
propunem sa comentam si sa ilustram rezultatul acestei probleme instructive.
Sa notam ca niciunul dintre cei 59 de concurenti ai clasei a XII-a nu a reusit
sa rezolve problema. Mai precis, s-a inregistrat un punctaj mediu de 0,78,
din cele 7 puncte alocate subiectului. Explicatia consta in faptul ca mai
multi concurenti au indicat exemplul solicitat ca prima cerinta a problemei,
dar nimeni nu a reusit sa dovedeasca marginirea solutiilor respectivei ecuatii
diferentiale. Demonstratia se bazeaza pe Teorema a doua de medie pentru
integrale, al carei enunt este prezentat in continuare.

Teorema. Fie functiile p,¢ : [a,b] — R. Presupunem ca 1 este
integrabild pe [a,b].
(1) Daca ¢ este descrescatoare i pozitiva pe |a, b, atunci existd ¢ € [a, b]

astfel ca
b
[ eate)ds = pta) [ vt da,

(2) Daca ¢ este monotond pe |a,b], atunci exista ¢ € [a,b] astfel ca
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Demonstratia acestui rezultat clasic se gaseste, de exemplu, in mono-
grafia [3], pag. 331-332.

Fie I un interval de numere reale. Vom nota prin C?(I) multimea
functiilor g : I — R, de doua ori derivabile pe I, cu derivata de ordinul
al doilea continua pe I. Prezentam in continuare o reformulare a problemei
de concurs mentionate, cu o completare a rezultatului evidentiat de respec-
tiva problema.

Propozitie. Fie f:[0,00) — (0,00) o functie monoton crescatoare
si g € C%([0,00)) o solutie a ecuatiei diferentiale liniare de ordinul al doilea
y"(z) + f(x)y(z) =0, x € [0,00). Atunci:

(i) functia g este marginita;
(ii) functia g are o infinitate de radacini.

Demonstratie. Consideram o functie g € C?([0, 00)) astfel ca
9"(x) + f(z)g(x) =0, Va > 0.
(i) Asa cum am mentionat anterior, demonstratia marginirii functiei g
(a se vedea [1], pag. 338) se bazeaza in mod esential pe aplicarea Teoremei
a doua de medie pentru integrale. Astfel, se demonstreaza inegalitatea

9(a)] < \/g2<o> + 0 vz )

care indica un majorant al functiei |g|.

(ii) Presupunem prin reducere la absurd ca functia g admite cel mult un
numar finit de radacini. Atunci, pe baza proprietatii valorilor intermediare
(Darbouz), exista a > 0 astfel ca g(z) >0, Vx> asau g(z) <0, Vx > a.

Analizadm cazul cand g este strict pozitiva pe [a,00). Atunci ¢” este
strict negativa pe [a, 00). Rezulta ca ¢’ este strict descrescitoare (deci functia
g este concava pe [a,00)). Sa presupunem ca functia ¢’ ar fi strict pozitiva
pe [a,00). Fie z > a. Conform formulei lui Taylor cu rest Lagrange, exista
¢z € (a,x) astfel ca

9(x) = g(a) + g'(a)(z — a) + %9”(%)(33 —a)’.

Functiile f si g sunt crescatoare si strict pozitive pe [a, 00), deci

9"(ca) = =f(ca)g(ca) < —f(a)g(a),
9(z) < g(a) + g J'(a)(z —a) = 5f(a)g(a)(z — a)*.

Rezulta hm g( ) —oo. Contradictie. Prin urmare, exista b > a
g'(b) <0,

de unde

astfel incat g (b) S 0. Din monotonia lui ¢’ deducem ¢'(z) <
Vo > b. Fixam ¢ > b. Pentru z > ¢, exista d, € (c,z) astfel ca:

9(x) = g(c) + ¢'(dz)(z = ¢) < g(¢) + ¢'(¢)(x — ¢).
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Rezulta lim g(x) = —oo. Contradictie. In concluzie, g nu este strict
Tr—r00

pozitiva pe [a, 00).
Analog se arata ca g nu este strict negativa pe [a, 00).
Ca urmare, g are o infinitate de radacini in intervalul [0, c0). O

In continuare, ne propunem sa exemplificam rezultatele evidentiate de
propozitia de mai sus. In particular, vom comenta acuratetea majorarii
oferite de relatia (1).

Exemplul 1. Vom prezenta la inceput cazul elementar al functiilor
f constante. Consideram f = w?, unde w este o constanti strict pozitiva.
Ecuatia diferentiala liniara de ordinul al doilea, cu coeficienti constanti,

'+ Wy =0, w>0,
admite ecuatia caracteristica 2 + w? = 0, cu solutiile complexe r1,2 = Lwi.
Solutia generala a ecuatiei este de forma
y(z) = Cew” + Ce % 2 c R,
unde C' € C, sau
y(r) = Asinwx + Bceoswz, z € R,

unde A si B sunt constante reale. Pentru detalii, se poate consulta, de
exemplu, [2]. Prin urmare, pentru o functie g € C%([0,00)) cu proprietatea
g"(z) + w?g(x) = 0, Vo > 0, existd A, B € R astfel ca g(x) = Asinwz +
+Bcoswz, Vo > 0. Daca A si B nu sunt ambele nule, exista 6 € [0, 2m)
astfel ca

A
=A%+ B2 <7
9() A? + B?
=V A2 + B2sin(wz +0), = > 0.

Astfel g are o infinitate de radacini si este marginita, cu
SUPyz>0 ’g(x” = MaXz>0 |g($)’ =V A? + BZ

Pe de alta parte, sa observam ca

"% (0 wA)?
\/92(0)+7(g]3(0() ) _ /B2yt w2) — VA2 1 B?,

deci majorantul functiei |g| indicat de relatia (1) este optim.

sinwzx +

B
\/ﬁ COS Wx)

Exemplul 2. Consideram functia scard (constanta pe portiuni) de-
finita prin f : [0,00) — (0,00), f(x) = 472[x + 1]?, 2 € [0,00), unde [a]
desemneaza partea intreaga a numarului real a.

Explicit, avem f(z) = 47%n?, z € [n — 1,n), unde n € N*.

Fie g € C? o solutie a ecuatjiei y” + fy = 0. Conform teoriei (a se vedea
Exemplul 1), pentru oricare numar natural nenul n, exista constantele reale
A, si B, astfel ca

g(x) = Ay sin (2nmz) + By, cos (2nmx), Vo € [n — 1,n).
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Deoarece f este discontinua in punctele din N*, este necesar sa avem
B, =0, V¥ n e N*. Astfel, functia g se anuleaza pe N. Continuitatea functiei
¢ pe N* impune:

2mnA, = limgy, ¢'(z) = limg), ¢'(z) = 2n(n + 1) Apq1, ¥V n € N¥

Atunci exista C' € R astfel ca 4, = C/n, n € N*. Vom deduce ca
ecuatia y” + f(z)y = 0, x > 0, admite solutiile de clasa C2:

g(x) = Py sin (2rzfz + 1)), x € [0, 0),

unde C este o constanta reala arbitrara. Constatam ca
max;>o |9(z)| = [g(1/4)] = |C].
Pe de alta parte

(¢)* (0) (27C)?
2(0 =4/0
deci majorantul functiei |g| indicat de relatia (1) este optim. Graficele func-

tiilor f si g, pentru constanta C' = 5000, sunt reprezentate in Figura 1.
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Figura 1. Graficele functiilor f (de tip scara) si g.
Exemplul 3. Consideram ca este instructiv sa exemplificam propozitia
enuntata anterior in cazul unei functii f continue si strict crescatoare. Vom
construi un astfel de exemplu alegand functia g de forma

g(z) = a(z)sinb(x), >0,
unde a si b sunt functii de clasi C? pe [0, 00), astfel incat functia —g” /g s fie
strict pozitiva si strict crescatoare pe multimea [0,00) \ {z > 0] g(z) = 0}.
Prin acest procedeu, obtinem (ca exemplu) functia f : [0,00) — (0, 00),

fz) =4e® -1, z € 0,00).

In acest caz, ecuatia 3" + f(x)y = 0, « > 0, admite familia de solutii
de clasi, C?
g(z) = Ce “sin (e*") , = € [0,00),
unde C' este o constanta reald. Verificarea relatiei ¢”(z) + f(x)g(z) = 0,
Vo > 0, este elementara. Evident g admite o infinitate de radacini, iar
printr-un studiu elementar, obtinem

loll = suplo(@)| = mexlg(e)l = 9(1/2Ina) = ’C|S$6a’
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unde a € (1,7/2) astfel ca tga = 2a. Inegalitatea (1) propune majorantul

Mo ¢)*(0) _ 2|C|VT—sinT-cosT
f(0) V3
Constatam ca, pentru C' # 0, avem
gl = 0.85124 - |C| < 0.85272 - |C| = M,

deci M este o foarte buna estimare a marimii ||g||. Graficele functiilor f si g,
pentru constanta C' = 32, sunt reprezentate in Figura 2.
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Figura 2. Graficele functiilor f (continud) si g.
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