ARTICOLE SI NOTE MATEMATICE

GENERALIZAREA UNEI PROBLEME DE CONCURS
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Abstract. This note points to a possible generalization of a shortlisted
problem from IMO 1992
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Pe lista scurta OIM 1992 apare problema urmatoare.

P1l. Aratati ca exista un poligon convex cu 1992 laturi ce satisface
conditiile:

(i) lungimile laturilor sunt numerele 1,2,3,...,1992, intr-o ordine con-
venabila;

(i) poligonul este circumscris unui cerc.

Vom analiza in continuare urmatoarea generalizare:

P2. Sa se determine numerele naturale n > 4 cu proprietatea ca exista
un poligon cu n laturi care satisface urmdtoarele conditii:

(i) lungimile laturilor sale sunt numerele 1,2,3, ... ,n, intr-o ordine con-
venabila;

(i) poligonul este circumscris unui cerc.

Vom demonstra mai intai urmatoarea:

Lema. Existd un poligon circumscriptibil cu n laturi AjAsAs... Ay,
cu A1As = ay, AsAs = as,..., Ay A1 = a, daca si numai daca sistemul
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T+ a9 = a1
To + X3 = a2
(5)q
Tp—1+ Ty = ap-1
Tn + 21 = anp
are o solutie in R .
Demonstratie. Presupunem ca poligonul exista. Fie P; punctele de
tangenta ale laturii A;A;+1 cu cercul inscris (4,41 = A1). Atunci
Tr1 = A1P1 = A1Pn7 Tro — A2P1 = AQPQ, ey
xn = ApPy—1 = A, P, reprezinta o solutie pentru (.5).
Reciproc, daca (S) admite solutia reala pozitiva
(x1,22,...,2y), alegem un cerc de raza arbitrara r si
trasam linia poligonala A1As... A, tangentd cer-
cului de raza r in Py, Py, ..., P, astfel incat A1 P =
= An+1Pn =, AlPZ = AiPi—l = Ty, 1= 2,3, Lo, n.
Avem OA; = OA,+1 = /23 + 12, iar functia f: Ry — Ry,
f(r) =m(xA10A2) + m(IA20A43) + ... + m(3A,0A,41) =

T T . v
=2 (arctg — + ...+ arctg —) este continua.

A_m  z A,
I

r

Rezulta ca A1AsAs... A, A1 este o linie poligonala inchisa daca si
numai daca exista r > 0 astfel incat f(r) = 2m. Dar acest r exista, deoarece
lim f(r) =nmgi lim f(r) =0. O
r—0 T—00

Din Lema reiese ca existenta poligonului cerut de P2 este echivalenta cu
existenta solutiei sistemului S. Vom arata ca existenta acestei solutii depinde
de restul lui n(mod 4).

Cazul I: n = 4k. In acest caz luim permutarea laturilor data de
i—1 ,1=0(mod4)

i ,i = 1(mod 4)
i ,i = 2(mod4)
i+1 ,i=3(mod4).

Atunci, o solutie pentru S este

i—1—a ,i1=0(mod4)

Y B i = 1(mod4)

') i—1—a ,i=2(mod4)

l+a i = 3(mod 4)

cua € (0,1).

Cazul II: n = 4k + 1. Din S rezulta x9 = a1 — 21, x3 = as — 12 =
=02 — a1 +T1, T4 =43 — T3 = A3 — G2 + A1 — T1, - .., Tdp+1 = Q4f — Taf =
= Q4f — Q4—1+Aqk—2— ...+ as—ay+x1. Cum x1+ 245411 = Gqp4+1, rezulta ca

221 = Q4p41 — Qak + Qafp—1 — Q4g—2 +A4—3 — Qap—4+...+as—as+az —az+aq.
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Aceasta relatie sugereaza urmatoarele valori a;, precum gi x1 = 5"

i+1 ,i=0(mod4)

i—1 ,i=1(mod4),i>1
a; =14 1 ,i = 2(mod4)

i ,i = 3(mod4)

1 1 =1.

De aici, prin eliminari succesive si utilizand inductia matematica se
obtine o solutie pentru (.5):

( 1 8k —1
TL= 5, T4yl = k>1
2 1 2
Takt2 = 5 k>0
8k + 3
Tkt = — k>0
964k—§ k>1
2

sau, echivalent,

1 3 .

xlzg,xiZE ,i = 0(mod4)

2 =5 ,i = 2(mod4)
2i—3

x; = Z2 ,i=1(mod4), i > 2
27 —

;= Z2 3= 3(moda).

Cazul III: n = 4k + 2. In acest caz, se observa din S ca ay + a3z +as +
+.o.F aqp—1 F Qg1 = ag + ag +ag + . .. + ag + aq12 (relatie echivalenta
cuxr)t+rot+x3t+Ta+t...+2akp—1+Tak + Tapy1 +Tak42 = T2+ X3+ 24 +25+
+ .o+ XTap + Tapr1 + Tapro + 21).

Observam ca a1 +ag+as+ ...+ agpr1+ g2 = 2(a1 +as+...+agp+1)
este numar par. Pe de alta parte, a; + az + a3z + ... + aggr1 + Q4542 =

(4k + 2)(4k + 3)

— = (2k 4+ 1)(4k + 3) este numar impar.
2

In concluzie, S nu are solutie in acest caz.
Cazul IV: n = 4k + 3. Atribuim lui a;, x; valori ca in cazul II.

Astfel, numerele cu proprietatea ceruta sunt cele de forma 4k, 4k + 1 si
4k + 3.
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