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Abstract. This note points to the importance of finding significant solu-
tions of a functional equation
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In aceastd notd matematicd determinim solutiile unor ecuatii functiona-
le de tipul celor din enuntul problemei 27381 din G.M.-B nr. 5/2017. Intr-o
serie de cazuri, aceste solutii se reduc doar la functiile constante, de unde
reiese importanta identificarii unor elemente nebanale care verifica un set de
conditii matematice. Restul cazurilor sunt in directa legatura cu ecuatiile
functionale ale lui Cauchy si Jensen.

Reamintim cerinta problemei 27381 din G.M.-B nr. 5/2017, autor
Daniel Sitaru.

Fie f:(0,400) = R o functie cu proprietatea ca

() (D))

oricare ar fi x,y € (0,+00). Sa se arate ca

/(25212 -0

oricare ar fix,y,z >0 cux+y+z=1.

Vom demonstra mai intai un rezultat mai general, care are in vedere
determinarea functiilor ce verifici o proprietate de tipul celei din ipoteza
problemei.
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In enunturile urmatoare vom considera o submultime M cu cel putin
3 elemente a multimii numerelor reale, inzestrata cu o lege de compozitie
asociativa ,%”.

Propozitia 1. Fie m,n € R\ {0,1}. Daca f: M — R este o functie
cu proprietatea ca f (x xy) =mf (x)+nf (y), pentru orice x,y € M, atunci
functia f este constanta.

Demonstratie. Pentru x,y,z € M arbitrar alese, avem f ((x xy) * z) =
= f(z* (y*2)) ¢, utilizdnd relatia din ipoteza, rezulta

(m2 - m) f(z)= (n2 —n) f(2)

pentru orice =,z € M, unde m?> — m,n? —n € R*.

In cazul m? — m = n? — n rezultd imediat c& f () = ¢ pentru orice
x € M. Din relatia initiala obtinem ca, daca m + n = 1, atunci solutie este
orice functie constanta, iar daca m +n # 1, singura solutie este functia nula.

In cazul m? —m # n? —n, avem f (z) = c¢f (), cu ¢ € R — {0,1} si
rezultd ca (¢* — 1) f (z) = 0. Dacd ¢ # —1, rezultd ca f (z) = 0, pentru orice
x € M. Daca ¢ = —1, se obtine f(z) = —f(z) pentru orice z,z € M si
considerand = = z, rezulta ca f () = 0, pentru orice z € M.

Consecinta. Daca f : (0,400) — R are proprietatea ca

1) ()= (5)

pentru orice x,y € (0,+00), atunci f este functia nula.

Demonstratie. Relatia din enunt se scrie f (z) + f (y) = 10f ( Y )

xz+y

si suntem in ipotezele Propozitiei, cu m =n = M = (0,00) si legea de
Ty

T4y

Observatia 1. Functia neconstanta f : (0,4+00) — R are proprietatea

1) ()= ()

oricare ar fi z,y € (0,400), dacd si numai daca f = g o f;, unde

E?

compozitie asociativa x x y = O

1
f1:(0,400) = (0,+00), f1(z) = — si g : (0,+00) — R este restrictia la
x

intervalul (0, 4+00) a unei functii aditive.
Demonstratie. Relatia data se scrie

(fofi)(x+y)=(fofi)(x)+ (fof)y),

pentru orice x,y € (0,400), deci reprezinta ecuatia functionalda Cauchy pe
(0, +00) (remarcam faptul ca multimea solutiilor ecuatiei functionale a lui
Cauchy are cardinalul €%, unde € este puterea continuului).
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Observatia 2. Utilizand aceeasi idee de demonstratie, se arata ca
rezultatul din Propozitia 1 are loc pentru orice functii f : M’ — V care
verifica relatia din enunt, unde (M’,*) este un semigrup cu cel putin 3 ele-
mente si (V,+, ) este un R-spatiu vectorial.

Studiem acum ecuatii functionale de tipul celei din concluzia exercitiu-
lui.
Propozitia 2. Fie m un numdr real. Functia f : [1,4+00) — R are

proprietatea
f<1> +f<1> +f(1> =mf(1),
T Y z

oricare ar fix,y,z >0 cu x +y + z = 1 daca si numai daca

a, r=1
x—1 2g(1)  ma
f @)= ‘29<2x>+ 3 T relba
9(&)-%4—%, x € (2,00)

unde g : R — R este o functie aditiva.
Demostratie. Notand

ww) =1 (3) - 2L

pentru z € (0, 1), relatia din ipoteza se scrie u (z) + u (y) + u (z) = 0 pentru
orice z,y,z > 0 cuz +y+ 2z = 1. De aici avem ca 2u (z) + u (1 —2x) =0

1
pentru orice x € <0, 5) sl atunci

w(@)+uy) =—u(l—z—y)=2u <w;y>

1
pentru orice x,y € (0, 5), deci functia w verifica ecuatia lui Jensen pe
1
intervalul (0, 3): Solutiile acestei ecuatii sunt functiile v (z) = g(z) +b ,

1
xze (0, 5) ,unde g : R — R este o functie aditiva, iar b este o constanta reala.

1 1— 1—
Pentru z € {5,1> obtinem u(x):—2u< 2x> :—2g< 23@ — 2b.

Consideram z,y,z > 0 cu ¢ +y + z = 1 si studiind pe rand cazurile
x,Y,2 € (0, %), respectiv =,y € <O, %), z € B,l), aratam ca functiile
u: (0,1) — R definite prin relatiile de mai sus verifica u (z) +u (y)+u (z) =0
pentru b = _g(l). Cum f(x) = u <%> + %(1) pentru z € (1,+00),
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obtinem functiile de forma data in enunt, care verifica intr-adevar ecuatia
data. In mod evident, orice prelungire a unei astfel de functii la o multime
mai ampla pastreaza proprietatea din enunt.
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