PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ASUPRA PROBLEMEI 27422 SI A ALTOR MATERIALE
CONEXE"

MTIHATL BALUNAZ)

In articolul ,,O legatura intre cateva probleme cu inegalitati* din G.M.-
B nr. 6-7-8/2018, care extinde cateva inegalitati publicate recent, se propune
demonstrarea relatiei:

Daca a,b,c >0 sin >0, atunci
(na+b+c)®> (nb+c+a)*>  (nc+a+b)? <(n+2)2 W
202+ (b+¢)? 22+ (c+a)® 232+ (a+b)* " 2
Aceasta relatie, pentru n = 3, face obiectul problemei 27422 din G.M.-B
nr. 9/2017. Din pacate, atat rezolvarea problemei 27422, aparuta in G.M.-B

DMultumim domnului Titu Zvonaru pentru semnalarea erorilor.
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nr. 3/2018, cat si demonstratia relatiei (1), contin o eroare de rationament
de genul

aceRg0<b<c=—-2>

i

ole

SallES!

implicatie care este falsa pentru a < 0.

Nici completarea rezolvarii problemei 27422, publicata in GM-B nr.
4/2018, nu indreapta lucrurile, deoarece ea se bazeaza pe afirmatia eronata
ndacd a,b,c > 0 si a4+ b+ ¢ = 6m, atunci putem alege m > 0, suficient de

. o 3m 9 . .
mic, astfel incat min{a,b,c} > —" (daca a, b, ¢ sunt date atunci m este si el

fixat, deci nu il mai putem alege convenabil: de exemplu, pentru a = b = 20
. . . 3m

si c=2avem m =7, iar 2 = min{a,b,c} < E)

Vom prezenta un rationament din care reiese ca, daca 0 < n < 4, atunci
(1) (si, in particular, problema 27422) este adevarata pentru orice numere
reale a, b, c pentru care nu se anuleaza numitorii. Ideea demonstratiei este
aceea de a inlocui numitorii de forma 2a® + (b+ ¢)? cu numitorul 2a? + 26 +
2¢%; cum vrem ca aceastd inlocuire si reprezinte o majorare a expresiei si

inlocuirea dorita mareste numitorul, cautam sa scriem numaratorul fractiei
(na + x)*
2a% + 22
sub forma a(2a? + 22) — (Ba — vr)?, cu a, B3,y € R. Direct, sau identificAnd
coeficientii, obtinem
(na+b+c)? n?+2 1(2a—nb—nc)?

22+ (b+c)2 2 222+ (b+c)?

de unde

(na + b+ c)? - n?+2 B 1(2a—nb—nc)2

202+ (b+c)2 — 2 4 a?+bv2+c% 7
deoarece (b+ c)? < 2(b? + ¢?) si (2a — nb — nc)? > 0. Pentru a dovedi (1)
este, deci, suficient sa aratam ca

3m?+2) 1 Z (2a —nb—ne)?* _ (n+2)?

2 44~ a?+b24+c2 - 2 7
S1m
adica
Z(2a —nb—nc)? > 4(n —1)? Z a’.
S1m S1m

Dupa efectuarea calculelor, ultima inegalitate se scrie
nd—-mn)((a—b*+(a—c)’+(b—1c)?) >0
si este evident adevarata pentru 0 < n < 4. O

In ceea ce priveste intrebarea ,,ce se iIntampla pentrun > 4 saun < 07%,
este relativ usor de gasit un raspuns partial: pentru ,majoritatea“ valorilor
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lui n, (1) este falsa, chiar daca ne limitam la cazul a, b, ¢ > 0 si nu toate nule.
Intr-adevar, pentru a =0 si b= c =1, (1) devine
2(n+1)? o (A 2)?
3 - 2
sau n? — 4n — 2 < 0, deci pentru ca (1) si fie adeviiratd este necesar ca

2—-vV6<n<2+V6.
Problema valabilitatii relatiei (1) pentru n € (2 — v/6,0) U (4,2 + v/6)
ramane deschisa — invitam cititorii sa gaseasca raspunsul.
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