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EXAMENE SI CONCURSURI

A 69-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Etapa finala, 4 aprilie 2018, Satu Mare si Negresti Oas

prezentare de MIHAIL BALUNAY
Clasa a V-a

1. Determinati numerele prime a > b > ¢ pentru care a — b, b — ¢ si

a — ¢ sunt numere prime diferite.
Ion Cicu, Bucuresti

Solutie. Daca a —b, b— ¢, a — ¢ sunt numere prime diferite, atunci a, b, ¢
nu pot fi toate impare. Rezultd ¢ =2 gia—b= 2.

Avem a —b=2,b—2 =1x,a — 2 =y, unde = i y sunt numere prime si
de aici numerele a = b+ 2,2 = b — 2 i y = b sunt numere prime.

Numerele prime b— 2, b, b+ 2 sunt numere impare consecutive, deci unul
multiplu de 3, de unde b — 2 = 3, pentru care b =5 si b+ 2 = 7 sunt prime.
Deci a = 7,b = 5, ¢ = 2 sunt numerele cautate.

2. Determinati numerele naturale nenule a, b, ¢ pentru care
a+b+ a® + b? e+
2 2 e+l

Mihaela Berindeanu, Bucuresti

Solutie. Observam ca

a+b a®+b a+b+a®+b  a(l+a)+b(1l+D)
M = —|— = =
2 2 2 2
intrucat a(l + a) si b(1 4+ b) sunt produse de numere naturale consecutive,

deci pare.

eN,

Tce+1 6

Pe de alta parte M = il 7— o € N, deci ] €{1,2,3,6}.

Daca T 1, atunci M = 6, deci a(1+ a) 4+ b(1 + b) = 12 cu solutia
a=b=2gic=05.

Daca c—?— 1= 2, atunci M =5, deci a(1+a)+b(1+b) = 10 fara solutie.

Daca c—?— 1= 3, atunci M = 4, deci a(1 + a) + b(1 4+ b) = 8 cu solutiile
a=1,b=2,c=1sia=2,b=1,c=1.

Daca cf— = 6, atunci ¢ = 0, care nu convine.

3. Pe o tabla sunt scrise numerele: 1,2,3,...,27. Un pas inseamna

stergerea a trei numere a, b, c de pe tabla si scrierea in locul lor a numarului

U Profesor, Colegiul National ,Mihai Viteazul“, Bucuresti.
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a+b+c+n, unde n este un numar natural nenul fixat. Determinati numarul
natural n stiind c&, dupa 13 pasi, pe tabla este scris numarul n2.
Lucian Dragomir, Otelu Rosu
Solutie. Remarcam mai intai cad dupa fiecare pas, dispar de pe tabla
doua numere de fapt, agadar dupa 13 pasi dispar 26 de numere, deci ramane
un singur numar. Dupa fiecare pas suma numerelor se mareste cu n, asadar
dupa 13 pasi suma de pe tabla (adica numarul ramas pe tabla) este

27 - 28

14+24...4+27+13n = + 13n = 378 + 13n.

Din 378 + 13n = n? rezultd 378 = n(n — 13). Divizorii lui 378 sunt
Ds375={1,2,3,6,7,9,14,18,21,27,42,54, 63,126, 189, 378}, dintre care n=27
verifica proprietatea din enunt.

4. Se considera un numar natural n > 2
si un patrat n x n (vezi figura alalaturata). Di-
agonala principald a acestui patrat este formata
din campurile hasurate. Completam campurile
aflate sub diagonala principala cu zerouri, iar in |
restul cAmpurilor (inclusiv cele hagurate) scriem | F—+——f---------- --
numere naturale nenule. Dupa completarea  |———f---------- --
tuturor campurilor calculam suma numerelor — p———f---------- iz
aflate pe fiecare linie si pe fiecare coloana,
obtinand astfel 2n sume.

Patratul se numeste norocos daca valorile celor 2n sume sunt egale,
intr-o anumita ordine, cu numerele 1,2, ..., 2n.

a) Aratati ca, pentru n = 5, nu exista patrat norocos.

b) Daca n = 4, determinati cel mai mare numar natural care apare in
completarea unui patrat norocos.

1 2 3 ISP |

* ok %

Solutie. a) Presupunem ca exista un patrat norocos 5 x 5. Suma tuturor
sumelor va fi 1+2+4 ...+ 10 = 55. Suma sumelor pe linii este egala cu suma
sumelor pe coloane, deci suma tuturor sumelor este para. Dar 55 este impar,
agadar nu exista patrat norocos 5 x 5.

b) Daca un camp este ocupat de un numar m > 7, acesta nu poate fi
pe prima sau pe a doua linie sau coloana, altfel suma ar fi cel putin egald cu
m+ 2 >9 > 8. Cum in restul campurilor se afla zerouri, m < 6.

Un patrat norocos pentru m = 6 este in figura de mai jos. Deci, cel mai
mare numar natural care apare in completarea unui patrat norocos este 6.

1111113

2111110
1161010
1101010
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Clasa a VI-a

1. Aratati ca exista o infinitate de numere naturale a si b care verifica
egalitatea a - (a,b) = b+ [a,b], unde cu (a,b) am notat cel mai mare divizor
comun al numerelor a §i b si cu [a,b] am notat cel mai mic multiplu comun
al numerelor a si b.

Catalin Cristea, Craiova

Solutie. Daca (a,b) = d &i [a,b] = m, atunci a = a1 -d, b = by - d si
m = ay - by - d, unde (a1,b;) = 1. Deci, a; -d-d =by-d+ aj - by -d, adica
ay -d="by +aj - by. De aici ay|by, dar (a1,b1) = 1, deci a1 = 1.

Asadar d = by + by = 2by, a = 2b; si b = 26%. Pentru orice numar
natural b1, obtinem o pereche de numere naturale cu proprietatea din enunt,
deci sunt o infinitate de astfel de numere.

2. Se considera segmentele congruente AB, BC si AD, cu D € (BC).
Aratati cad mediatoarea segmentului DC', bisectoarea unghiului <ADC si
dreapta AC' sunt concurente.

Mircea Fianu, Bucuresti

Aqg

Solutie. Fie F mijlocul segmentului DC
si E intersectia bisectoarei unghiului <ADC si
a mediatoarei segmentului DC. In triunghiul
isoscel DEC avem < EDC = < DCE. Pe de alta
parte, XEDC = <ADE. Astfel, in triunghiul
isoscel ABD, avem m(XABD) = m(<ADB) =
= 180°—2-m (< ADE). Deci in triunghiul isoscel
ABC masurile unghiurilor congruente sunt

180° — AB
m(BAC) = m(xACB) = 80° — m(¥4B0) =m(xECD).

Deci m(<xACB) = m(<ECD), de u?lde punctele A, E si C' sunt coli-
niare, adica dreptele din cerinta sunt concurente.

3. Fie numerele naturale a # 0, b = 2a+1000, ¢ = a+1 i d = 2a+1002.

a) Aratati ca % < 2

b) Pentru a = 9, determinati cel mai mic numar natural n pentru care

a—+n c+n

> .

b+n  d+n
Mihail Baluna i Mircea Fianu, Bucuresti
Soluti ) c a a+1 a 50

olutie. a) ———= — =
d b 2a+1002 2a+1000 (2a + 1002)(2a + 1000) ’
de unde rezulta concluzia.

b)a+n c+n 94+n 10+n n — 1000 -0

b+n b+n 1018+n 1020+n (1018 +n)(1020 + n)
rezulta n > 1000, iar cel mai mic numar natural cu aceasta proprietate este
n = 1001.
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4. Fie n un numéar natural nenul. Vom spune ca o multime A de
numere naturale este completa de marime n daca elementele ei sunt nenule,
iar multimea tuturor resturilor obtinute la Impartirea unui element din A la
un element din A este {0,1,2,...,n}. de exemplu, multimea {3,4,5} este o
multime completa de marime 4. Determinati numarul minim de elemente ale
unei multimi complete de marime 100.

Mihail Baluna, Bucuresti

Solutie. Raspuns: 27.

Un exemplu de multime completa de marime 100, cu 27 de elemente,
este {76,77,78,...,100} U {51, 152}.

intr—adevér, la impartirile 100 : z, cu 76 < x < 100, obtinem resturile
0,1,2,...,24, la impartirile = : 51, cu 76 < x < 100, obtinem resturile
25,26,...,49, la impartirile 152 : x, cu 77 < x < 100, obtinem resturile
52,53, ...,75, la Impartirile x : 152, cu 76 < x < 100, obtinem resturile
76,77,...,100, la impartirea 51 : 152 obtinem restul 51 si la impartirea
152 : 51 obtinem restul 50.

Ardtam acum ca orice multime completa de marime 100 are cel putin
27 de elemente.

Observam ca daca A = {a1 < a2 < ... < a,} este o multime de tipul
cerut, atunci cel mai mare rest care se obtine la impartirea a doua elemente
din A este a,_1, obtinut la impartirea a,_1 : a,. Deducem ca a,_1 = 100.

Sa urmarim acum resturile > 50. Aceste resturi se obtin sigur cénd
impartim elemente > 51 la elemente mai mari decat ele gi se mai pot obtine
doar cand Impartim a, la elemente > 51. Astfel, numarul resturilor > 50
obtinute este cel mult dublul numarului elementelor lui A cuprinse intre 51 si
100. Deoarece numarul resturilor > 50 care trebuie obtinute este 51, rezulta
ca A trebuie sa contina cel putin 26 de numere dintre 51, 52,53, ...,100. Cum
A contine si elementul a,, > 100, reiese ca A are cel putin 27 de elemente.

Clasa a VII-a

1. Determinati numerele naturale nenule distincte a,b,c,d, care au
simultan proprietatile:

(1) exact trei dintre cele patru numere sunt prime;

(2) a® + b% + % + d?® = 2018.

Lucian Dragomir, Otelu Rosu

Solutie. Deoarece 2018 = M4 + 2, doua numere sunt pare si doua
impare, deci un numar este 2. Apoi, deoarece 2018 = M3 + 2, doua numere
sunt multipli de 3 gi doua sunt M3 + 1, deci un numar este 3.

Daca a < b < ¢ < d, atunci a = 2,b = 3 si ¢® + d*> = 2005. Deducem,
ca mai sus, ¢ = 3k sau d = 3k. Avem k < 14 i, analizand cazurile, obtinem
k = 6. Solutiile sunt a = 2,b = 3,¢c = 18,d = 41 si permutarile lor circulare.

2. In pitratul ABCD, punctul E este situat pe latura [AB], iar F este
piciorul perpendicularei din B pe dreapta DE. Punctul L apartine dreptei



306 EXAMENE §1 CONCURSURI

DE astfel incat I’ este intre E si L, iar FL = BF. Daca N si P sunt
simetricele punctelor A si F' fata de dreptele DFE, respectiv BL, demonstrati
ca:
a) patrulaterul BFLP este patrat si patrulaterul ALN D este romb;
b) aria rombului ALN D este egala cu diferenta dintre ariile patratelor
ABCD si BFLP.
Claudiu-Stefan Popa, lasi

Solutie. a) Deoarece AFLB dreptunghic
isoscel, BF'LP este patrat. Apoi m(<xDAB) =
= m(<BFD) = 90°, deci AFBD este patru-
later inscriptibil, de unde m(xAFB) = 135°.
Rezulta m(xAFL) = 360° —135° — 90° = 135°.
Deducem AAFL = AAFB (LUL),

AL = AB = AD gi ALND este romb.

b) Daca LN intersecteaza AB si C'D in
Q@ respectiv R, atunci AQRD este dreptunghi,
AALQ =ADNR (IC) §i AALND = AAQRD‘
Apoi m(<BFL) = m(xLQB) = 90°, deci
BQFL este patrulater inscriptibil, de unde

Dg

m(sFQB) = 135°.

AB  BF
Deducem AFQB ~ ANAFB (UU),

FB _ BQ’
Apcrg = ArrLp, AarLnDp = Aapcp — ABFLP-

AB-BQ = BF? = BC- BQ,

3. Pe laturile [AB] si [BC] ale paralelogramului ABC'D se construiesc
triunghiurile echilaterale ABE si BC'F, astfel incat punctele D gi F sunt de
aceeasi parte a dreptei AB, iar F' si D de o parte si de alta a dreptei BC'.
Daca punctele £/, D si F' sunt coliniare, demonstrati ca ABC'D este romb.

Petru Braica, Satu Mare si Andrei Eckstein, Timigsoara

Solutie. Fie T punctul de intersectie al dreptelor AC gi DF. Atunci

AABC = AEBF (LUL), deci < FEB = <CAB, iar E,T € DF.

In functie de asezarea punctelor D, E, F,T avem < ATD = SATE =
=180°—9TAFE —<4TFA =180°—4TAFE —4FEB — <AEB sau <ATD =
=180° — YATE = 9TAE + 9TEA = <TAE + 180° — <AEB — 4 FEB; in
ambele cazuri obtinem XATD = 180° — <AEB — S EAB = 60°.

Rezulta, de asemenea, ca <<CTF este congruent sau suplementar cu
JCBF si, in toate cazurile, T este pe cercul (B,C, F).
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Deducem <ATB = 4CFB = 60° = 4¥ATD si din ¥ATD = 4ATB
deducem ca T A este bisectoare si mediana in triunghiul TBD, deci este si
mediatoare in acest triunghi, de unde reiese ca ABC'D este romb.

20" — 18"
19

4. Determinati numerele naturale n pentru care numarul

este rational.
Marius Miinea, Gaesti

Solutie. Observam ca n = 0 convine.

Pentru n > 1, trebuie ca 20" — 18" = 1922, sau 2"(10" — 9") = 1922,
cu x natural nenul. Rezulta ca n este par: n = 2m, cu m natural nenul.

Din 22™(10%™ — 92™) = 1922, obtinem succesiv z = 2™y, y impar,
10%™ — 92m = 1992, (10™ — 9™) - (10™ + 9™) = 19y°.

Cum (10™ — 9™, 10™ + 9™) = 1, apar doua cazuri.

Cazul 1. Existd a, b naturale impare, cu 10™ + 9™ = 19a? si
10m — 9™ = b% deci 10™ = 9™ + 0> = M4+ 1+ M4+1 = M4+ 2,
cazincarem=1,b=1a=1y=1,2=2,n=2.

Cazul 11: Exista a, b naturale impare, cu 10™ + 9™ = a2 si 10™ — 9™ =
= 19b%, deci 10™ = 9™ + 19b* = M8 + 1+ 19(M8 + 1) = M8 + 4, de unde
m =2, b =1, a> = 181, contradictie. Astfel, rthan doar solutiile n = 0 si
n =2

Clasa a VIII-a

1. Demonstrati ca exista o infinitate de multimi formate din patru
numere naturale nenule care au proprietatea ca suma oricaror trei elemente
ale multimii este patrat perfect.

Catalin Cristea, Craiova

Solutie. Evident, daca {a,b,c,d} este o multime cu proprietatea din
enunt, atunci si multimea {na,n?b,nc,n?d} este, pentru orice numar na-
tural nenul n, o multime cu proprietatea dorita, deci este suficient sa gasim
0 asemenea multime.

Pentru aceasta, daca a +b+c =22 a+b+d=19y% a+c+d= 2%
b+c+d=1t> cuz,y,ztc N, atunci prin adunare obtinem 3(a+b+c+d) =
=22 4 y? 4+ 22 + 2, de unde

R R

= 2 b=

a 3 y 3 z-,
P+ 2+, P+ 22+,

c= 3 —y4, d= 3 — .

Pentru ca aceste numere sa fie naturale gi nenule, trebuie sa alegem
x,y, 2, t astfel incat 3 | 2 +y2+22+12 si 22 +9%+ 22412 > 3max{z?,y?, 22,12}
Exista multe alegeri convenabile pentru z,y, z,t. de exemplu {z,y,z,t} =
= {8,9,10,11} conduce la {a,b,c,d} = {1,22,41,58}.
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2. Fie a, b, ¢, d numere naturale astfel incat a +b+c+d = 2018. Aflati
valoarea minima a expresiei

E=(a—0b)?+2(a—c)?+3(a—d)?+40b—c)?+50b—d)?+6(c—d)>

Mihai Bunget, Targu Jiu

Solutie. Aratam ca minimul cautat este 14. Aceasta valoare este intr-
adevar atinsa, de exemplu daca a = b = 505 si ¢ = d = 504.

Deoarece 2018 nu este divizibil cu 4, numerele a, b, ¢, d nu pot fi toate
egale.

Daca trei dintre ele sunt egale, atunci trei dintre patrate sunt 0O, iar
celelalte trei sunt nenule. In plus, cele patru numere trebuie sa aiba aceeasi
paritate, deci celelalte patrate sunt cel putin 4. Astfel & > 4+4+2-4+3-4 > 14.

Daca doua dintre numere sunt egale, iar celelalte doua sunt diferite (de
acestea doua gi diferite intre ele), atunci £ >1+2+34+4+5=15> 14.

Daca doua dintre numere sunt egale, iar celelalte doua sunt si ele egale,
atunci: a = b, c =d implica £ > 2+4+34+4+5=14, a = ¢, b = d implica
E>14344+6=14,iara=d,b=cimplica ¥ >14+2+5+6 = 14.

In fine, daca a, b, ¢, d sunt diferite doua cate doua atunci

E>14243+4+54+6>14.

3. Fie a,b,c > 0 astfel incat ab + bc + ca = 3. Demonstrati ca
a b c 3
1T BT @ T8
Dan Moldovan,aCluj—Napoca

a

a
lutie. Scri - - .
Solufie. Seriem s = b T hetcatd (et bato)+d

Din inegalitatea mediilor,
(a+b)(a+c)+4>2v/(a+b)(a+c) 4=4(a+Db)(a+c).

Deoarece a +b > 0, a+c¢ >0 (a+b =0 ar implica a = b = 0 si ar
contrazice ab + bc + ca = 3), putem scrie

a <1 a _1 a a
2+7"4 Jat+tblate 4 Va+b atc

Aplicand din nou inegalitatea mediilor obtinem

a <1 a n a
a2+7 ~8\a+b a+c/)’

Analog se obtin relatiile

b <1 b 4 b ; c <1 c . c
b2+7 ~8\b+c b+a §CQ+7_8 c+a c+b)°

Prin adunarea acestor trei inegalitati se obtine inegalitatea din enunt.
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4. In paralelipipedul dreptunghic ABC DA'B'C'D’ notdm cu M centrul
fetei ABB’A’. Notam cu M; si My proiectiile lui M pe dreptele B'C' si,
respectiv, AD’. Demonstrati ca:

a) [MMl] = [MMQ],

b) daca (M My Ms) N (ABC) = d, atunci d || AD;

. BC BB BC

Alexandru Blaga, Satu Mare

Solutie. a) Deoarece triunghiurile AB'C' si B’AD’ sunt congruente
(L.L.L.), ¥AB'C = <B'AD'. Cum <MB'M, = <MAM, <MM B =
= SMDMsA si [MB'] = [M A], triunghiurile M MyA si M M, B’ sunt congru-
ente (L.U.) si de aici [M M,] = [MMs).

Iy

C’

b) Construim M;J L B'C', J € B'C' si MyT 1. AD, T € AD. Atunci
MiJ || MyT (ambele perpendiculare pe (ABC)). Apoi, B'M; = AMj; si
JIMB'J = <My AT implica A M1B'J = A My AT (1.U.), deci MyJ = M>T.
Rezulta ca M JMsT este paralelogram.

Fie K punctul de intersectie a diagonalelor sale. Dar AT = B'J si
AT || B'J implica AT JB' - paralelogram, deci MK || AT.

Cum MK C (MMyMs) si AT C (ABC), rezulta ca d || AD.

C}

c) Fie MM, N AC = {L} si MMy N (ABC) = {S}.

Atunci AS || BD || B'D’ deoarece B'D" C (AB'D'), B'D' || BD si
BD ¢ (ABC). Deci d = LS.

Fie AV 1 LM;. Atunci triunghiurile AV M si B’ MM sunt congruente
(I.U.), deci AV = B'M; = AM,. Din AV | B'C rezulta ca < <LAV =
= 4JACB' = 4AD'B’ = <SAM, (alterne interne deoarece AS || B'D’).
Atunci triunghiurile AV L i AM5S sunt congruente (C.U.), deci AL = AS.



310 EXAMENE §1 CONCURSURI

Daca U este mijlocul lui [LS], cum AU L LS si AB L LS rezulta
A, B,U coliniare.

Planul (M AB) este planul mediator al lui [LS], deci MU L LS si
AU L LS.

Cum MU C (MM Ms) si AU C (ABC'), deducem c& m(< ((M My Ms),

BB AB

(ABC))) = m(sxMUA). Atunci m(xMUA) = 45° & 5 = 5 + AU &
< BB’ — AB = 2AU. Daca BI L B'C, I € B'C, din teorema celor trei per-

N BB'-B
pendiculare rezulta AI 1 B’C. In triunghiul BB'C' avem BI = TC’C’
BC?. B'B?
CoAT2 2 2 _ 2 2 2 i
deCl AI —AB +m, CI —14B2 +BC —AI y adlca
B
o B¢
. . VBO LD
In triunghiul LM C, Al || LM,, MiI = B'M;,
u My | LA _MI_ BM
4 I AC ~ CT ~ CIL
B'B?
Cum B'M; = , rezulta
L A C 2vBC? + B'B?
LA = B'B* AB?2+ BC?. D
SBC? V. eoarece -
AU AB AB-B'B
AAUL ~ ACDA deducem cd — = ——————_deci AU

AL ~ VAB®+ BC? ~2BC?

AB - B'B?
Atunci m(sMUA) = 45° < 2AU = —FBcz -~ B'B—AB < AB-B'B?+
BC BB’ BC

AB-BC?=BC?.-BB& — = .
+ ¢ ¢ AB BC+BB’

Clasa a IX-a

1. Aratati ca, daca intr-un triunghi ortocentrul H, centrul de greutate
G si centrul I al cercului inscris sunt coliniare, atunci triunghiul este isoscel.

Gefry Barad si Petre Simion, Bucuresti
Solutie. Daca triunghiul este echilateral, con-

cluzia este verificata.

Daca triunghiul este isoscel, atunci o bisectoare
este si mediana, deci concluzia este valabila.
In caz contrar, deoarece G, H si centrul O al cercului
circumscris triunghiului sunt coliniare, deducem ca I
este pe OH.

Bisectoarea din A trece prin mijlocul D al arcu-

TN
lui BC' din cercul circumscris triunghiului, care nu-l
contine pe A.
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Daca triunghiul nu este isoscel, O, I si H sunt distincte, iar OD || AH

AH  HI o
implica — oD~ OI' de unde AH = i I]j unde R est(; r;iza cercului circum-
scris. In mod analog deducem BH = 0 IR CH = i ——R, deci H coincide

cu O, ceea ce contrazice ipoteza din acest caz.
2. Demonstrati ca daca a,b,c > 0si a + b+ ¢ = 3, atunci

a n b 4 c N 1 . 1 n 1
145 14+c¢ 14a 14+a 14+b 1+c¢

Marian Cucoanes, Marasesti si Marius Dragan, Bucuresti
Solutie. Eliminand numitorii, obtinem relatia echivalenta

ddc+bat+ b+ a®+> ab+ Y a>3+2> a+ Y ab,

adicd a?c + b%a + c?b + Z a’® > 6.

Avem a’c > 2ac — c si analoagele. Este deci suficient si aratam ca

Za2+22ab—2a > 6, adica (Za)Q —Za > 6, ceea ce reiese

imediat din ipoteza.

3. Fie f:R— Rsig: R — R doua functii de gradul 2 cu proprietatea:
pentru orice numar real r, daca f(r) este numar intreg, atunci si g(r) este
numar intreg. Demonstrati ca exista doua numere intregi m si n astfel incat
g(x) = mf(x) + n, oricare ar fi numarul real x.

. Vasile Pop, Cluj-Napoca

Solutie. Inlocuind, eventual, f cu —f, putem presupune f(r) = ax? +
+bx + ¢, g(z) = ax® + Bz +7, cu a > 0. Pentru ¢ intreg, ¢ > min f, fie v}, r//

«
solutiile ecuatiei f(x) = t. Atunci g(r}) = —(t—br,—c)+8r,+v = mt+pri+n,
a
Q ab ac
unde m = —, p=f — —, n =y — —; analog pentru g(r}).
a a a
Numarul h(t) = |g(r;) — g(r))| = |p|lr; — r{| = @\/ b? — 4dac + 4at este
a
intreg pentru orice ¢ > min f gi avem
4lp|

h(t+1) — h(t) = .
( )= h(t) Vb2 —dac + 4at + \/b? — dac + da(t + 1)

Dacé p # 0, pentru t ales astfel incat b? — 4ac + 4at > 4p? obtinem
h(t + ) h( ) < 1sih(t+1)—h(t) € Z — fals. Rezulta p = 0, adica
b
a

Obtinem astfel g(r;) = mt + n pentru orice t intreg, ¢ > min f,

Q‘QIQC’

eci g(r;,,) — g(r;) = m este intreg, adica o = ma, cu m intreg. In sfarsit
v = n+cm, cun intreg, deci g(z) = max?® +mbx +cm +n = mf(z) +n, cu
m,n numere intregi.
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4. Consideram un numar natural nenul n, un cerc de lungime 6n si 3n
puncte care impart cercul in 3n arce mici, astfel incat n dintre aceste arce au
lungimea 1, alte n dintre aceste arce au lungimea 2, iar cele n arce ramase
au lungimea 3.

Aratati ca printre punctele considerate exista doua care sunt diametral
opuse.

Vyacheslav Proizvolov

Solutie. Punctele considerate sunt o parte dintre varfurile unui poligon
cu 6m laturi, inscris in cercul dat.

Presupunem contrariul. Atunci capetele fiecarui arc de lungime 1 au ca
puncte diametral opuse doua puncte situate in interiorul unui arc de lungime
3. Astfel, fiecarui arc de lungime 1 i se asociaza un arc ,diametral opus”
de lungime 3. Fixam un arc de lungime 1 si arcul ,diametral opus” de

lungime 3. Capetele lor determina doua arce mici AB si CD de lungimi
1
5(671—4) =3n—2.

Fie p si ¢ numarul arcelor de lungime 1, respectiv 3, continute de AB.
Atunci €D contine p arce de lungime 3 si ¢q arce de lungime 1. Fie r numarul
arcelor de lungime 2 continute de AB. Deoarece AB + CD au impreuna
n — 1 arce de lungime 1 gi n — 1 arce de lungime 3, obtinem p+¢g=n —1,
de unde 3n — 2 :A/§:p+3q+2r =n—142(¢g+r), ceea ce conduce la
2n — 11 = 2(q + r) — imposibil.

Clasa a X-a
1. Fie n € Nyn > 2, i numerele aj,ag,...,a, € (1,00). Demonstrati
ca functia f : [0,00) — R, definita prin relatia
f(z) = (ar1as...a,)" —af — a5 — ... —ay,
pentru orice x € [0,00) , este strict crescatoare.
Mihai Piticari, C-lung Moldovenesc si Sorin Radulescu, Bucuresti

Solutie. Vom realiza demonstratia prin inductie matematica.
Pentru n = 2, fie ay, a2 € (1,00). Avem
f(z) = (a1a2)* —ai — a3 = (af — 1) (a3 — 1) — L.
Deoarece functiile fi, fo : [0,00) — R, definite prin relatiile f; (z) = af — 1
si fo (z) = a3 — 1, oricare ar fi x € [0,00), sunt strict crescatoare si pozitive,

rezulta ca f este strict crescatoare.
Presupunem ca proprietatea este adevarata pentru oricare n numere din

(1,00) si 0o demonstram pentru n + 1 numere aj,asg,...,ay, apt1 € (1,00).
Avem
[ (z) = (aas...anany1)" —af —a5 — ... —ay, —al | =
= ((a1a2 e Upapy1)” — (arag .. an)” — afLH) +

+ ((a1az...a,)" —af —af — ... —al).
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Functia g : [0,00) = R, g (z) = (a1a2 ... anans1)” — (a102...a,)" —al
este strict crescatoare deoarece ajas...a, > 1 si apy1 > 1 (cazul n = 2).
Functia h: [0,00) = R, h(z) = (a1az2...a,)" —af — a3 — ... —a?, este
strict crescatoare conform ipotezei de inductie. Atunci f = g + h este strict
crescatoare. Rezulta ca proprietatea din enunt este demonstrata.

2. Triunghiul ABC' este inscris in cercul C (O, 1). Fie G1,Gs, G35 cen-
trele de greutate ale triunghiurilor OBC, O AC si, respectiv, OAB.
Demonstrati ca triunghiul ABC' este echilateral daca si numai daca
AG1 + BGy + CG3 = 4.
Nicolae Musuroia, Baia Mare
Solutie. Daca triunghiul ABC' este echilateral, avem AG; = BGy =

4
=CG3 = 37 de unde obtinem AG7 + BGy + CG3 = 4.

Reciproc, consideram planul complex ABC cu originea in O. Notam cu
. . . b+c
p afixul unui punct P din planul complex considerat. Avem g1 = ——, g2 =

3
b
— c—g a sigs = a ;r_, Egalitatea AG| + BGy + C G5 = 4 este echivalenti cu

b
Z a-— _g C‘ =4, sau Z |3a — b — ¢ | = 12. Fie H ortocentrul triunghiului

ABC. Deoarece h = a + b + ¢, conform teoremei lui Sylvester, egalitatea
precedenta este echivalenta cu Z |[4a — h| = 12. Atunci

144= (Z lda — h])zg 3Y [a—hP=3)" (16]a|2 — dah — 4ah + yhy2) _
=144 - 120 "a—12h Y @+ 3|h|> =144 — 21 [n]*.

Obtinem |h|*> < 0, deci |h| = 0. Rezultd O = H, deci triunghiul ABC
este echilateral.

3. Fie n € N*, n > 2. Demonstrati ca, pentru orice numere complexe
a1,a2,...,0, si by,be,...,b,, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
n n

a) Z |z — ak|2 < Z |z — bklz, pentru orice z € C;
k=1 k=1

b)Y ak = besi > larl? <> [ol
k=1 k=1 k=1 k=1
Solutie. b) = a). Avem pentru orice z € C,

n n n n
Z|Z —ap* =nlzf’ - Zzak —52% +Z jax|® <
k=1 k=1 k=1 k=1
n n n n
<nlzf _Zzgk —52% +Z’bk|2 = Z|Z — bil?,
k=1 k=1 k=1 k=1

Vasile Pop, Cluj-Napoca
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a) = b). Alegand z = 0, obtinem Z lag|® < Z b |? .
k=1 k=1

n n
Notam a = Z ap i b= Z by. Presupunem, prin reducere la absurd,

k=1 k=1
cd a#b. Fie z= (1 —t)a+th, unde t € R. Atunci

n n n n
Z|Z —ap* =nlzf’ - Zzak —52% +Z jax|* =
k=1 k=1 k=1 k=1

n
=m—=1 224z —za—za+ |a]* + (Z lag|* — ya|2> —

k=1

n
=(n—1) 2" +]z—af* + (Z Jag|” — Ia!2> =
k=1
n
=(n—1) 2> +£|b—a]* + (Z |ag|? — |a!2> .
k=1

Analog avem

Dol ==+ Q=) b—af + (Z b — |b|2> :
k=1 k=1

Atunci
n n
Z|z_ak’2_2’2_bk’2:
k=1 k=1
n n
=2t[b—af* + (Z jar|* — !al2> - (Z |be|” — !b!2> —[b—al®.
k=1 k=1
Pentru
n n
2 2 2 2 2
e a4 (S ) - (Y - o
‘> k=1 . k=1 ?
21b—al
este contrazisa ipoteza. Atunci a = b.
4. Fie n € N*, n > 2. Pentru numerele reale aq,as,...,a,, notam
So=1si 5, = Z @i, Qi - - . G, , sSuma tuturor produselor de cate
1<i1 <i9<...<ip<n
k numere alese dintre a1, as,...,a,, k € {1,2,...,n}.
Determinati numarul n-uplelor (ai,as,...,a,) pentru care are loc

(Sp—Sp_o+Sp_g— .. ) +(Sp_1— Sp_g+Sp_5—...)" =2"5,,.
Dorin Andrica, Cluj-Napoca
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Solutie. Are loc identitatea
[ (ar+i) = (Sn— Sn—a+ Sn—a— ) +i(Sn-1 — Sz + Spea — -+ +).
k=1

Rezulta
(5’ —S,— 2+5’n 4— )2+(Sn 1—Sn—3+5n—4_"')2:

n
Hak+z H|ak+z! H(ai%—l).
k=1

k=1
Relatia din enunt, este echlvalenta cu

n

H(ai%—l) =2"aq1a9 - - - ay,.

k=1

Din inegalitatile a2 + 1 > 2 |ax|, pentru orice k € {1,2,...,n}, rezulta
ca egalitatea in relatia din enunt are loc daca si numai daca |a1| = |as| =
= |a,| = 1, iar numarul de valori egale cu —1 este par.
Prin urmare, numarul n-uplelor (aj,as,...,a,) pentru care are loc
relatia din enunt este C0 + C2 + C4 ... =2""1.
Clasa a XI-a
1. Pentru orice numar natural nenul n si orice matrice coloana

X:(xl To ... xn)TEMnyl(Z),

notam §(X) cel mai mare divizor natural comun al numerelor xy, zo, ..., x,.
Fiene N, n>2g A€ M,(Z). Aratati ca urmatoarele doua afirmatii sunt
echivalente:

a) |det A| = 1; b) §(AX) = §(X), oricare ar i X € M,, 1(Z).

* %k

Solutie. a) = b). Fie B = (bj;) € My(Z), fie X = (x;) € My1(Z)
si fie BX = (yi) € Mp1(Z). Cum y; = 370 byjay, i = 1,2,...,n, rezulta
ca 0(X) divide fiecare y;, deci §(X) < §(BX). Cum A este inversabila in
M, (Z), rezulta ca §(X) < §(AX) < §(A7H(AX)) = §(X), oricare ar fi X
din M,, 1(Z).

b) = a). Fie d = det A. Daca d = 0, atunci sistemul omogen AX = O, ;
are solutii nenule in M,, 1(Q) si, prin inmultirea uneia dintre aceste solutii cu
produsul numitorilor componentelor sale nenule, obtinem un X € M,, 1(Z),
X # Oy, astfel incat AX = Oy, 1. Deci 0 < 6(X) = 6(AX) = §(Op,1) =0,
o contradictie. Prin urmare, d # 0.

Fie X; coloana i a matricei A*, 1 = 1,2,...,n. Cum matricea coloana
AX; are toate componentele nule, cu exceptia componentei ¢, care este egala
cu d, rezulta ca d = §(AX;) = §(X;), i = 1,2,...,n, deci toate elementele
lui A* sunt divizibile cu d. Prin urmare, det A* este divizibil cu d". Cum
det A* = d" ! i d # 0, rezultd ca d = +1.
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Remarca. O matrice patrata cu elemente intregi si determinant 41 se
numeste unimodulara. Evident, produsul a doua matrice unimodulare este
unimodular si orice matrice unimodulara este inversabila, iar inversa ei este si
ea unimodulara. Conform unei teoreme a lui Frobenius, pentru orice matrice
A € My, n(Z), exista un numar natural » < min(m,n) si doua matrice
unimodulare P si @, astfel incat PAQ = diag (dy,...,d,,0,...,0), unde toti
d; sunt numere naturale si fiecare d; il divide pe d;11.

Fie m = n si fie 6(AX) = 6(X) oricare ar i X in M,,1(Z). Unimo-
dularitatea lui @ implica §(X) = §(QX); prin ipoteza, §(QX) = 6(AQX),
iar unimodularitatea lui P implicd §(AQX) = §(PAQRX). Deci §(X) =
= §(PAQX), oricare ar fi X in M, 1(Z). Intrucat PAQ are forma diago-
nald de mai sus, rezultd cd r = n si toti d; = 1, deci A = P71Q™! este
unimodulara.

2. Aritati cd 277 +2-1/% < 1, oricare ar fi numarul real z > 0.

* ok ok

Solutie. Fie f: (0,00) = R, f(z) = 27% +2-Y* Cum f(z) = f(1/z),
este suficient sa aratam ca f(x) < 1, oricare ar fi = € (0, 1].

Cum f este derivabila si iiinm f(x) =1 = f(1), pentru a demonstra

inegalitatea din enunt, este suficient sa aratam ca valoarea lui f in orice zero
al derivatei f’ din (0,1) este cel mult 1.

Fie a € (0,1), astfel incat f'(a) = 0. Rezultd ci 271/9/a? = 272, deci
271/ = 92792, Cum f(a) = 274271/ = 27%(1 4 a?), inegalitatea f(a) < 1
este echivalenta cu 1 < 2% — 2.

Fie g: [0,1] = R, g(z) = 2% — 22. Cum g este de doui ori derivabila si
¢"(z) =2°(In2)? =2 < 2((In2)? — 1) <0, oricare ar fi z in [0, 1], rezulta ca
g este concava, deci g(z) =g((1 —z)-04+x-1) > (1 —x)g(0) + zg(1) = 1.

3. Fie f: R — R o functie care are proprietatea lui Darbouz. Aratati ca
daca f este injectiva pe multimea numerelor irationale, atunci f este continua
pe R.

* %k

Solutie. Vom arata ca f este injectiva pe R. Atunci, cum f are propri-
etatea lui Darbouz, f este (strict) monotona gi, prin urmare, continua.

Presupunem ca f nu este injectiva. Fie a,b € R, a < b, astfel incat
f(a) = f(b). Cum in intervalul (a,b) exista cel putin doua numere irationale,
iar f este injectiva pe multimea numerelor irationale, exista ¢ € (a,b), astfel
incat f(c) # f(a). Fara sa restrangem generalitatea, putem presupune ca
1) > fla).

Fie A = (a,b)NQ. Cum A este numarabila, rezulta ca f(A) este cel mult
numarabila, si cum (f(a), f(c)) este nenumarabila, rezulta ca (f(a), f(c)) \
f(A) este nevida.

Fie d € (f(a), f(c)) \ f(A). Cum f are proprietatea lui Darbouz, exista
z1 € (a,c) si 2 € (¢, b), astfel Incat f(x1) = d = f(z2). Din alegerea lui d,
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rezulta ca x1 si x9 sunt irationale, ceea ce contrazice injectivitatea lui f pe
multimea numerelor irationale.

4. Fie n un numar intreg, n > 2, si fie A o matrice din M,,(C), astfel
incat A si A% si aiba ranguri diferite. Aratati ca exista o matrice nenuld B
in M,,(C), astfel incat AB = BA = B? = O,

* ok ok

Solutie. Intrucat A si A% au ranguri diferite, A este o matrice singularg
nenula.

Daca n = 2, atunci A2 = (trA)A, conform teoremei Hamilton-Cayley.
Deoarece A si A2 au ranguri diferite, rezulti ca trA = 0, deci A? = Oy si
putem lua B = A.

Fie n > 3. Intrucat A este singulara, 0 este o valoare proprie a lui A.

Daca toate valorile proprii ale lui A sunt nule, atunci A este nilpotenta,
si putem lua B = A¥ unde k este cel mai mare numir intreg pentru care A"
este nenula.

Daca A are si valori proprii nenule, fie A1, ..., Ay, unde 1 < m <n-—1,
valorile sale proprii nenule (nu neaparat distincte) si fie

m
F=XT[X =) = X" 40 X7 4+ ar X,
i=1

unde a; = (—1)™A;--- Ay, # 0. Atunci f(A) # Oy, deoarece, in caz contrar,
rang A = rang (—a1A) = rang (agA% + --- + A™H) < rang A? < rang A,
contradictie.

Fie fa polinomul caracteristic al lui A. Conform teoremei Hamilton-
Cayley, fao(A) = O,,. Cum f este un factor al lui f4 si f(A) # O,, rezulta
can—deg fa>deg f=m+1. Deci

AH (A= N\I,) = f(A) # O, 5i A" mH (A= N\I,) = fa(A) =0,
i= i=1
Prin urmare, exista un numar natural nenul k£ < n — m, astfel incat

AFTT(A = Xiy) # O st AFH][(A = Mily) = Op. Evident,
i=1 =1
B = A* H(A — \iI,) indeplineste conditiile cerute in enuntul problemei.
i=1
Clasa a XII-a

1. Fie A un inel finit si a,b € A, cu proprietatea (ab— 1)b = 0. Aratati
ca b(ab—1) =0.
* % %
Solutie. Egalitatea din ipoteza este echivalenta cu ab® = b, iar cea de
demonstrat cu bab = b.
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Observam ci daca elementul b este idempotent (i.e., b> = b), atunci
bab = bab®> =b-b = b?> = b, iar dacd b™ = b, cu m > 2, atunci bab = bab™ =
=bab?bm 2 =b-b- "2 =" =b.

Astfel, este suficient sa aratam ca exista m > 2 cu proprietatea ca
b =b.

Inelul A fiind finit, existd 1 < k < m numere naturale, cu k minim, cu
proprietatea ci bF = b™; aritam ci k = 1.

Daci k > 1, atunci ab® = ab™ = ab?b™ 2 = v~ 1.

Daci k = 2, rezulta ci b = ab®> = b"™ !, contrazicAnd minimalitatea.

Dacd k > 2, atunci b*~! = b - b2 = ab?bF=2 = ab® = ™!, con-
trazicand de asemenea minimalitatea.

2. Fie F multimea functiilor continue f : R — R care satisfac conditia

ef@ 4 flx) >z +1,
pentru orice x numar real. Determinati valoarea minima pe care o poate lua
integrala

e
10 = [ f@)ds,
0
atunci cand f parcurge F.
Liwviu Vlaicu, Zalau

. o o 3
Solutie. Vom arata ca valoarea minima este 3

Consideram functia g : R — R, g(x) = e* + ax — 1. Aceasta este
strict crescatoare gi continud, cu Im(g) = R, deci inversabila, cu inversa, de
asemenea, continua si strict crescatoare.

Inegalitatea din enunt, se scrie sub forma g(f(z)) > x, Vax € R, de unde
f(x) > g ' (z), Ve €R. Cum g~ ! € F, i I(f) > I(g‘l), VY f € F, valoarea
minima este [ (g_l).

Cu substitutia t = g~!(z), avem

I(g™") = /Oe g Hz)dz = /01 tg'(t) dt = ((t —1)e' + g)

3. Fie f : [a,b] — R o functie integrabila, iar (a,),>1 un sir de numere

reale strict pozitive cu proprietatea lim a, = 0.
n—oo

a) Daca A = {m-a,|m,n € N*}  aratati ca orice interval deschis de
numere strict pozitive contine elemente din A.
b) Daca, pentru orice n € N* i orice z,y € [a,b], cu |z — y| = a,, are

1

0 2’

y
loc inegalitatea /f(t) dt| < |z —y|, aratati ca
€T

y
/f(t)dt <lz—yl, Veyelab)

€T
Nicolae Bourbdcut, Sarmizegetusa
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Solutie. a) Deoarece lim a, = 0, pentru orice ¢,d > 0, cu ¢ < d,
n—o0

c
exista n € N* cu a, < d —c. Pentru m = {—J 4+ 1 rezulta atunci ca
Qn
m-an € (¢,d) N A.
b) Functia f fiind integrabila, este marginita. Fie M > 0, astfel incat
Fie m,n € N* fixate si ,y € [a,b] cu |x —y| = m - a,. Aratam ca

y
JECLU BT
x

Definim, pentru k& = 0, m, numerele zj € [a,b] prin

k k k
=0+ —@Wy—z)=(1-——)z+ —v.
m m

Rezulta ca |z — zp—1| = an, pentru orice k = 1,m, si

Y

/f(t)dt — me(t)dt = izz f(t)dt Sé

T

e
f(t)dt) <
Zg—1
m
< >z = 2| = |z —yl.
k=1

Fie acum z,y € [a, b] oarecare si d = |z — y|. Pentru d = 0, inegalitatea
ceruta este evidenta. Presupunem in continuare d > 0. Cum A este densa in
[0, 00), exista un sir (dy)n>1 C A cu proprietatea ca d,, /* d. Consideram

— _|_d_n( _ )— 1_d_n _|_d_n
Yn = T dy xr) = d x dy.

Atunci y,, € [a,b], |y, — x| € A siyp, — .
Rezulta ca

Yy

F)de] < 0y =] 0
Yn

Obtinem atunci ca

/yf(t)dt = 7f(t)dt+/yf(t)dt < 7f(t)dt +

Yn

") dt‘ ,

Yn

[ros

Trecand la limita in ultima inegalitate, obtinem inegalitatea ceruta.



320 EXAMENE §1 CONCURSURI

4. Pentru k € Z definim polinomul Fy, = X4 +2(1 — k) X2 + (1 + k)%
Sa se determine toate valorile k € Z, astfel incat Fj, sa fie ireductibil peste Z
si reductibil peste Z,, pentru orice p prim.

Marius Vladoiu, Bucuresti

Solutie. Vom arata ca numerele care satisfac conditia ceruta sunt toate
numerele k € Z care nu sunt de forma +i?, cu | € Z. Aritam ci F), este
reductibil peste Z daca si numai daca Fj se descompune ca produs de doua
polinoame monice de grad 2.

intr—adevér, daca F} are o radacina intreaga m, atunci:
a) daca m = 0, atunci k = —1, si F_; = X%(X? +4);
b) daca m # 0, atunci —m este de asemenea radacing si X2 — m? divide Fj.

Deci Fj. este reductibil peste Z daca si numai daca

F, = (X?+aX +b)(X? 4+ cX + d),

cua,b,c.deZ.

Prin identificarea coeficientilor, avem ca a+c¢ =0, ac+b+d = 2(1—k),
ad+bc =0 si bd = (1 + k).

Daci a = 0, atunci ¢ = 0, b+d = 2(1 — k), bd = (1 + k)?, de unde
obtinem (b—d)? = 4(1 — k)? —4(1 + k)? = —16k, astfel cd k = —I%, cul € Z.

Daci a # 0, atunci ¢ = —a, b = d, b*> = (1 + k)%, 2b — a® = 2(1 — k).

Dacd b = —1 —k, rezulta a® = —4, imposibil. Deci b= 1+k si a® = 4k,
deunde k=12, cul € Z.

Prin urmare, Fj, este reductibil peste Z daca si numai daci k = +12, cu
l € Z. Aratam ca Fj, este reductibil peste Z, cu p prim, pentru orice k € Z.
Pentru p = 2 avem ci F, = X% sau Fj, = X4+ 1 = (X +T)4, deci F}, este
reductibil. Fie p numar prim impar. Putem presupune ca k Z 0 (mod p) si
k # —1 (mod p). Ca mai sus, F}, este reductibil peste Z, daca si numai daca

F, = (X2+aX+3) <X2+EX+E) ,
cua,b,c,d € Z, care verifica conditiile a+¢ =0 (mod p), ac+b+d = 2(1—k)
(mod p), ad + be =0 (mod p) si bd = (1 + k:)2 (mod p).

Daca a = 0 (mod p), avem ca ¢ = 0 (mod p) si (b — d) = —16k
(mod p), (1). Daca a # 0 (mod p), atunci ¢ = —a (mod p), b=d (mod p),
b2 = (1+k)? (mod p) si 2b — a® = 2(1 — k) (mod p).

Pentru b= —1 — k (mod p) avem ci a®? = —4 (mod p), (2).

Pentru b = 1 + & (mod p) avem ci a? = 4k (mod p), (3).

Cum —16k = —4 - 4k, cel putin unul dintre elementele —<16k, ) si
J4k este rest patratic modulo p, astfel ca cel putin una dintre ecuatiile (1),
(2) sau (3) are solutii.

Cum Fj, = (X2 + (1 —k))2 — (—16k) = (X2 — (1 +k))? — (-4)X? =
= (X% + (1 + k) — (4k) X2, rezultd ci F, este reductibil peste Z,, pentru
orice k € Z.
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A 69-A OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
Faza judeteana si a Municipiului Bucuresti, 10 martie 2018

prezentare de MIHAIL BALUNAD

Clasa a V-a

1. Vlad, Luca si Adina au cumparat de la o librarie rechizite in valoare
totala de 118 lei. Vlad a cumparat 5 pixuri, 4 caiete si 3 cutii cu creioane
colorate, Luca a cumparat 7 pixuri, 3 caiete si 4 cutii cu creioane colorate,
iar Adina a cumpaérat 8 pixuri, 7 caiete si 7 cutii cu creioane colorate.

Stiind ca Luca a platit cu 5 lei mai mult decat Vlad, iar Adina cu 4 lei
mai putin decat Vlad si Luca la un loc, aflati cat costd un creion, cat costa
un caiet si cat costa o cutie cu creioane colorate.

* % %

Solutie. Folosim metoda grafica pentru a afla sumele platite de fiecare
copil. In reprezentarea de mai jos, p este suma platita de Vlad:

Vlad . p o
Luca o p . 5 o
Adina p . p 1

Avem p+p+ 5+ 2p+1 =118, de unde p = 28, deci Vlad a platit 28
de lei, Luca a platit 33 de lei, iar Adina 57 de lei.
Folosim metoda comparatiei pentru a afla pretul fiecarui tip de rechizite:

5 pixuri ...4 caiete ... 3 cutii cu creioane ... 28 lei
7 pixuri ... 3 caiete ...4 cutii cu creioane ...33 lei
8 pixuri ...7 caiete ...7 cutii cu creioane ...57 lei

Din primele doua relatii obtinem prin adunare
12 pixuri ... 7 caiete ...7 cutii cu creioane ...61 lei

Comparand cu a treia relatie si efectuand diferenta, obtinem ca 4 pixuri
costa 4 lei, deci un pix costa 1 leu
Inlocuind in primele doua relatii, obtinem:

1)Profeson Colegiul National ,Mihai Viteazul”, Bucuresti.



