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SERIA B
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Abstract. In this note, the existence of common fixed points of two com-
muting functions, mapping a compact interval into itself, is specified under
the assumptions of continuity or monotony.
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În cele ce urmează ne propunem să precizăm câteva rezultate instruc-
tive privitoare la existenţa punctelor fixe comune a două funcţii definite pe
un interval real compact cu valori ı̂n el ı̂nsuşi, ı̂n ipoteza că cele două funcţii
comută la compunere. Această problematică, extinsă ı̂n diverse contexte
matematice generale, a fost amplu studiată ı̂ncepând cu anii ′60. Literatura
matematică consemnează o gamă bogată de caracterizări ale perechilor de
funcţii care comută şi au puncte fixe comune. O trecere ı̂n revistă a rezul-
tatelor semnificative din domeniu este realizată de E. L. McDowell (2009).

Prezentarea de faţă se rezumă la cazul funcţiilor continue sau monotone
pe intervalul unitate I = [0, 1]. Reamintim pentru ı̂nceput faptul că funcţiile
continue şi cele monoton crescătoare, definite pe I, cu valori ı̂n I, admit
puncte fixe.

Astfel, dacă f : I → I este continuă pe I, atunci funcţia h : I → R,
h(x) = f(x)− x, este continuă şi satisface inegalităţile h(0) ≥ 0 şi h(1) ≤ 0,
deci admite o rădăcină a ∈ I, reprezentând un punct fix pentru f .

Fie acum f : I → I o funcţie monoton crescătoare. Considerăm
mulţimea, nevidă şi mărginită, A = {x ∈ I|x ≤ f(x)}, cu 0 ∈ A. Fie
a = supA ∈ I. Pentru x ∈ A, avem x ≤ a, deci f(x) ≤ f(a). Cum x ≤ f(x),
obţinem x ≤ f(a). Rezultă că f(a) este un majorant al mulţimii A. Atunci
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a ≤ f(a) (deci a ∈ A), de unde f(a) ≤ f(f(a)). Astfel, f(a) ∈ A. Ca urmare,
f(a) ≤ a. Obţinem f(a) = a. Menţionăm că acest rezultat reprezintă un caz
particular al teoremei de punct fix a lui Knaster-Tarski.

Fie funcţiile f, g : I → I. Vom spune că f şi g comută dacă f ◦g = g◦f .
Un punct fix comun celor două funcţii este număr real a din intervalul I cu
proprietatea f(a) = a = g(a).

Ritt (1923) demonstrează existenţa unui punct fix comun unei perechi
de funcţii polinomiale care comută. Dar continuitatea impusă perechilor de
funcţii care comută pe un interval compact nu asigură de la sine existenţa
unui punct fix comun. Astfel, W. M. Boyce (1969) oferă un contraexemplu,
obţinut printr-o construcţie rafinată. Rezultatul următor este datorat lui
J.H. Folkman (1966).

Propoziţia 1. Fie două funcţii continue f, g : I → I. Dacă funcţiile
comută, iar una dintre funcţii este monotonă, atunci există un punct fix
comun.

Enunţul de mai sus, formulat ca problemă de concurs (pentru cazul când
una dintre funcţiile continue considerate este presupusă monoton crescătoa-
re), a stat ı̂n atenţia comisiei de selecţie a subiectelor Olimpiadei Naţionale
de Matematică 2018, Satu Mare.

Următorul rezultat ı̂ntăreşte Propoziţia 1.

Propoziţia 2. Fie două funcţii f, g : I → I care comută. Dacă f este
monoton crescătoare, iar g este continuă, atunci f şi g admit un punct fix
comun.

Demonstraţie. Fie B = {x ∈ I | x ≤ g(x)}. Avem 0 ∈ B, deci B ̸= ∅.
Notăm b = supB ∈ I. Există un şir (bn)n≥1, cu termenii ı̂n B, astfel ca

lim
n→∞

bn = b. Trecând la limită ı̂n inegalitatea bn ≤ g (bn) , n ≥ 1, obţinem

b ≤ g(b),

pe baza continuităţii funcţiei g.
Dacă b = 1, atunci 1 ≤ g(1) ≤ 1, deci g(1) = 1.
Pentru b < 1, presupunem prin reducere la absurd că b < g(b). Cum

funcţia h(x) = g(x) − x, x ∈ I, este continuă şi strict pozitivă ı̂n b, există
c ∈ (b, 1) astfel ca h(x) > 0, ∀ x ∈ (b, c). Rezultă (b, c) ⊂ B, ı̂n contradicţie
cu b = supB. Prin urmare, b = g(b). Din f(b) = f(g(b)) = g(f(b)) deducem
f(b) ∈ B, deci f(b) ≤ b.

Dacă f(b) = b, existenţa punctului fix comun este dovedită.

În cazul f(b) < b, mulţimea A = {x ∈ I | f(x) < x = g(x)} este nevidă.
Fie a = inf A ∈ I. Din continuitatea lui g rezultă a = g(a). Dacă a = f(a),
atunci a este un punct fix comun.

Să presupunem a < f(a). Atunci există x0 ∈ A ∩ [a, f(a)). În acest
caz avem f (x0) < x0 < f(a), iar pe de altă parte, din inegalitatea a ≤ x0 şi
monotonia crescătoare a lui f , obţinem f(a) ≤ f (x0); contradicţie.
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În sfârşit, să presupunem f(a) < a (adică a ∈ A). Atunci
f(f(a)) ≤ f(a) = f(g(a)) = g(f(a)).

Dacă f(f(a)) < f(a), obţinem f(a) ∈ A, cu f(a) < a = inf A; contra-
dicţie. Astfel, f(f(a)) = f(a) = g(f(a)), deci f(a) este un punct fix comun
funcţiilor f şi g, ceea ce ı̂ncheie demonstraţia. 2

Este interesant de consemnat faptul că, ı̂n absenţa unei cerinţe de con-
tinuitate, monotonia crescătoare a două funcţii care comută pe I reprezintă
o condiţie suficientă pentru existenţa unui punct fix comun.

Propoziţia 3. Două funcţii monoton crescătoare f, g : I → I care
comută admit un punct fix comun.

Demonstraţie [V. Braşoveanu, M. Tetiva (2014)]. Fie

A = {x ∈ I | x ≤ f(x) şi x ≤ g(x)}.
Mulţimea A este nevidă deoarece 0 ∈ A. Notăm a = supA ∈ [0, 1].
Fie x ∈ A. Datorită monotoniei funcţiilor f şi g, din x ≤ a rezultă

f(x) ≤ f(a) şi g(x) ≤ g(a) Cum x ≤ f(x) şi x ≤ g(x), rezultă x ≤ f(a)
şi x ≤ g(a). Astfel, f(a) şi g(a) sunt majoranţi ai mulţimii A. Atunci
a ≤ f(a) şi a ≤ g(a) (deci a = maxA). Pe de altă parte, din monotonia
funcţiilor obţinem f(a) ≤ f(f(a)) şi f(a) ≤ f(g(a)) = g(f(a)), de unde
f(a) ∈ A. Analog arătăm g(a) ∈ A. Atunci f(a) ≤ a şi g(a) ≤ a. Rezultă
f(a) = a = g(a). 2
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