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Abstract. In this note, the existence of common fixed points of two com-
muting functions, mapping a compact interval into itself, is specified under
the assumptions of continuity or monotony.
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In cele ce urmeazd ne propunem si precizim cateva rezultate instruc-
tive privitoare la existenta punctelor fixe comune a doua functii definite pe
un interval real compact cu valori in el Insusi, in ipoteza ca cele doua functii
comutd la compunere. Aceastd problematica, extinsd in diverse contexte
matematice generale, a fost amplu studiata incepand cu anii '60. Literatura
matematica consemneaza o gama bogata de caracterizari ale perechilor de
functii care comuta si au puncte fixe comune. O trecere in revista a rezul-
tatelor semnificative din domeniu este realizata de E. L. McDowell (2009).

Prezentarea de fata se rezuma la cazul functiilor continue sau monotone
pe intervalul unitate I = [0, 1]. Reamintim pentru inceput faptul ca functiile
continue si cele monoton crescatoare, definite pe I, cu valori in I, admit
puncte fixe.

Astfel, daca f : I — I este continua pe I, atunci functia h : I — R,
h(z) = f(x) — x, este continua si satisface inegalitatile ~(0) > 0 si h(1) <0,
deci admite o radacina a € I, reprezentand un punct fix pentru f.

Fie acum f : I — I o functie monoton crescatoare. Consideram
multimea, nevida gi marginita, A = {z € I|lz < f(z)}, cu 0 € A. Fie
a=supA € I. Pentru x € A, avem z < a, deci f(z) < f(a). Cum z < f(x),
obtinem z < f(a). Rezulta ca f(a) este un majorant al multimii A. Atunci
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a < f(a) (decia € A), de unde f(a) < f(f(a)). Astfel, f(a) € A. Ca urmare,
f(a) < a. Obtinem f(a) = a. Mentionam ca acest rezultat reprezinta un caz
particular al teoremei de punct fix a lui Knaster-Tarski.

Fie functiile f,g : I — I. Vom spune ca f si g comuta daca fog = go f.
Un punct fix comun celor doua functii este numar real a din intervalul I cu
proprietatea f(a) =a = g(a).

Ritt (1923) demonstreaza existenta unui punct fix comun unei perechi
de functii polinomiale care comuta. Dar continuitatea impusa perechilor de
functii care comutd pe un interval compact nu asigura de la sine existenta
unui punct fix comun. Astfel, W. M. Boyce (1969) ofera un contraexemplu,
obtinut printr-o constructie rafinata. Rezultatul urmator este datorat lui
J.H. Folkman (1966).

Propozitia 1. Fie doud functii continue f,g : I — I. Dacad functiile
comutd, iar una dintre functii este monotond, atunci exista un punct fix
comun.

Enuntul de mai sus, formulat ca probleméa de concurs (pentru cazul cand
una dintre functiile continue considerate este presupusa monoton crescatoa-
re), a stat in atentia comisiei de selectie a subiectelor Olimpiadei Nationale
de Matematica 2018, Satu Mare.

Urmatorul rezultat intareste Propozitia 1.

Propozitia 2. Fie doua functii f,g: I — I care comutd. Dacd f este
monoton crescdtoare, iar g este continud, atunci f si g admit un punct fix
comun.

Demonstratie. Fie B={x €I |x < g(x)}. Avem 0 € B, deci B # 0.
Notam b = sup B € I. Exista un gir (b,),~;, cu termenii in B, astfel ca

lim b, = b. Trecand la limita in inegalitatea b, < g (b,), n > 1, obtinem
n—oo

b < g(b),

pe baza continuitatii functiei g.

Daca b =1, atunci 1 < g(1) <1, deci g(1) = 1.

Pentru b < 1, presupunem prin reducere la absurd ca b < g(b). Cum
functia h(x) = g(x) — x, = € I, este continua si strict pozitiva in b, exista
c € (b,1) astfel ca h(xz) >0, ¥V z € (b,c). Rezulta (b,c¢) C B, in contradictie
cu b = sup B. Prin urmare, b = g(b). Din f(b) = f(g(b)) = g(f(b)) deducem
£(b) € B, deci f(b) <b.

Daca f(b) = b, existenta punctului fix comun este dovedita.

In cazul f(b) < b, multimea A = {z € I | f(x) < x = g(x)} este nevidi.
Fie a = inf A € I. Din continuitatea lui g rezulta a = g(a). Daca a = f(a),
atunci a este un punct fix comun.

S& presupunem a < f(a). Atunci existd zo € AN [a, f(a)). In acest
caz avem f (xg) < xo < f(a), iar pe de alta parte, din inegalitatea a < zg si
monotonia crescatoare a lui f, obtinem f(a) < f (x); contradictie.
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In sfarsit, si presupunem f(a) < a (adici a € A). Atunci
f(f(a)) < f(a) = flg(a)) = g(f(a)).
Daca f(f(a)) < f(a), obtinem f(a) € A, cu f(a) < a = inf A; contra-
dictie. Astfel, f(f(a)) = f(a) = g(f(a)), deci f(a) este un punct fix comun
functiilor f si g, ceea ce incheie demonstratia. a

Este interesant de consemnat faptul ca, in absenta unei cerinte de con-
tinuitate, monotonia crescatoare a doua functii care comuta pe I reprezinta
o conditie suficienta pentru existenta unui punct fix comun.

Propozitia 3. Doud functii monoton crescatoare f,g : I — I care
comutda admit un punct fix comun.
Demonstratie [V. Brasoveanu, M. Tetiva (2014)]. Fie

A={zel|a<f)sio<gla)}

Multimea A este nevida deoarece 0 € A. Notam a = sup A € [0, 1].

Fie x € A. Datoritd monotoniei functiilor f si g, din « < a rezulta
f(@) < f(a) st g(z) < g(a) Cum & < f(z) i @ < g(x), rezults z < f(a)
si z < g(a). Astfel, f(a) si g(a) sunt majoranti ai multimii A. Atunci
a < f(a) si a < g(a) (deci @ = max A). Pe de alta parte, din monotonia
functiilor obtinem f(a) < f(f(a)) si f(a) < f(g(a)) = g(f(a)), de unde
f(a) € A. Analog aratam g(a) € A. Atunci f(a) < a si g(a) < a. Rezulta

#(a) = a = g(a). 0
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