
120 Pentru cercurile de elevi

PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ASUPRA UNEI INEGALITĂŢI

Florin Rotaru
1)

Inspiraţi de inegalitatea

a3

x
+

b3

y
+

c3

z
≥ (a+ b+ c)3

3(x+ y + z)
,

unde a, b, c, x, y, z > 0 (problemă dată la a XVI-a Olimpiadă Ibero-Americană
de Matematică, 2001), vom analiza ı̂n cele ce urmează relaţia din lema
următoare.

Lemă. Fie n, p ∈ N
∗, p ≥ 2. Fie a1, a2, . . . , an ≥ 0 şi b1, b2, . . . , bn > 0.

Are loc inegalitatea

ap1
b1

+
ap2
b2

+ . . . +
apn
bn

≥ (a1 + a2 + . . .+ an)
p

np−2(b1 + b2 + . . .+ bn)
.

Demonstraţie. Aplicăm inegalitatea lui Hölder ı̂n forma următoare:
Dacă m,n ∈ N

∗ şi considerăm numerele reale aij ≥ 0, i = 1, n, j = 1,m,

ci ≥ 0, i = 1, n, αj > 0, j = 1,m astfel ı̂ncât
1

α1
+ . . . +

1

αm
= 1, atunci

m∏
j=1

(
n∑

i=1

cia
αj

ij

)1/αj

≥
m∑
i=1

ciai1ai2 . . . ain.

Luând m = p, c1 = c2 = . . . = cn = 1, a1j =
apj
bj

, j = 1, n, a2j = bj,

j = 1, n, aij = 1, i = 3, p, j = 1, n şi αj = p, j = 1, p obţinem(
ap1
b1

+
ap2
b2

+ . . .
apn
bn

)1/p

(b1 + b2 + . . .+ bn)
1/p · (np−2)1/p ≥ a1 + a2 + . . .+ an,

de unde rezultă imediat concluzia. �
Corolar. Dacă a, b, c ≥ 0 şi x, y, z > 0, atunci

a4

x
+

b4

y
+

c4

z
≥ (a+ b+ c)4

9(x+ y + z)
.

Demonstraţie2). Aplicăm lema precedentă pentru p = 4 şi n = 3. �
1)Matematician, Focşani
2) Nota redacţiei. Corolarul poate fi demonstrat şi folosind inegalitatea C-B-S:

(x+ y + z)

(
a4

x
+

b4

y
+

c4

z

)
≥

(√
x
a2

√
x
+

√
y
b2√
y
+

√
z
c2√
z

)2

= (a2 + b2 + c2)2 ≥

≥
(
1

3
(a+ b+ c)2

)2

=
1

9
(a+ b+ c)4.
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Aplicaţii

A1) Dacă x, y, z sunt numere reale strict pozitive astfel ı̂ncât xyz = 1,
să se arate că

x4

y + z
+

y4

z + x
+

z4

x+ y
≥ 3

2
.

Soluţie. Conform corolarului avem

x4

x+ y
+

y4

z + x
+

z4

x+ y
≥ (x+ y + z)4

18(x + y + z)
=

(x+ y + z)3

18
≥ (3 3

√
xyz)3

18
=

=
27xyz

18
=

27

18
=

3

2
.

A2) Fie a, b, c numere reale strict pozitive astfel ı̂ncât abc = 1. Să se
arate că

1

a4(b+ c)
+

1

b4(c+ a)
+

1

c4(a+ b)
≥ 3

2
.

Soluţie. Avem, conform ipotezei şi corolarului,

1

a4(b+ c)
+

1

b4(c+ a)
+

1

c4(a+ b)
=

b4c4

b+ c
+

c4a4

c+ a
+

a4b4

a+ b
≥ (ab+ bc+ ca)4

18(a + b+ c)
.

Avem apoi, oricare ar fi a, b, c,

abc(a+ b+ c) � (ab+ bc+ ca)2

3
.

Deci,

(ab+ bc+ ca)4

18(a + b+ c)
≥ 9a2b2c2(a+ b+ c)2

18(a + b+ c)
=

9(a+ b+ c)

18
≥ 9 · 3 3

√
abc

18
=

3

2
.

A3) Dacă a, b, c ∈ (0,+∞) cu a+ b+ c = 1, să se arate că

(a+ b)4

c+ 1
+

(b+ c)4

a+ 1
+

(c+ a)4

b+ 1
≥ 4

9
.

Soluţie. Aplicăm corolarul şi avem

(a+ b)4

c+ 1
+

(b+ c)4

a+ 1
+

(c+ a)4

b+ 1
≥ [2(a + b+ c)]4

9(a+ b+ c+ 3)
=

16

4 · 9 =
4

9
.

A4) Dacă x, y, z > 0 şi m ≥ 0, să se arate că

(x+ y)4

x+ y +mz
+

(y + z)4

mx+ y + z
+

(z + x)4

x+my + z
≥ 16(x+ y + z)3

9(m+ 2)
.

Soluţie. Conform corolarului rezultă

(x+ y)4

x+ y +mz
+

(y + z)4

mx+ y + z
+

(z + x)4

x+my + z
≥

≥ [2(x+ y + z)]4

9(m+ 2)(x+ y + z)
=

16(x+ y + z)3

9(m+ 2)
.
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A5) ( O.M. Irlanda, 1999) Dacă a, b, c > 0, să se arate că

1

a+ b
+

1

b+ c
+

1

c+ a
≥ 9

2(a+ b+ c)
.

Soluţie. Conform corolarului avem

14

a+ b
+

14

b+ c
+

14

c+ a
≥ (1 + 1 + 1)4

9 · 2(a+ b+ c)
=

81

9 · 2(a+ b+ c)
=

9

2(a+ b+ c)
.

A6) ( O.M. Belarus, 1999) Dacă a, b, c sunt numere reale cu proprietatea
că a2 + b2 + c2 = 3, să se arate că

1

1 + ab
+

1

1 + bc
+

1

1 + ca
≥ 3

2
.

Soluţie. Aplicând corolarul avem

14

1 + ab
+

14

1 + bc
+

14

1 + ca
≥ (1 + 1 + 1)4

9(3 + ab+ bc+ ca)
≥ 81

9(3 + a2 + b2 + c2)
=

3

2
.

A7) (R.M.T. nr. 1/2014) Dacă x, y, z sunt trei numere reale strict po-
zitive, arătaţi că

x4

yz
+

y4

zx
+

z4

xy
≥ xy + yz + zx.

Soluţie. Folosind corolarul avem

x4

yz
+

y4

zx
+

z4

xy
≥ (x+ y + z)4

9(xy + yz + zx)
≥

≥ (x+ y + z)4

9(x+ y + z)2

3

=
(x+ y + z)2

3
≥ xy + yz + zx.

A8) Fie a, b, c ∈ (0,+∞). Să se demonstreze că

1

a
+

1

b
+

16

c
≥ 256

9(a+ b+ c)
.

Soluţie. Aplicând corolarul avem

1

a
+

1

b
+

16

c
≥ (1 + 1 + 2)4

9(a+ b+ c)
=

256

9(a+ b+ c)
.

A9) Fie x, y, z > 0. Să se demonstreze că

x4

y
+

y4

z
+

z4

x
≥ (x+ y + z)3

9
.

Soluţie Folosind corolarul avem

x4

y
+

y4

z
+

z4

x
≥ (x+ y + z)4

9(x+ y + z)
=

(x+ y + z)3

9
.
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A10) Fie a, b, c laturile unui triunghi. Să se arate că are loc inegalitatea

a4

b+ c− a
+

b4

c+ a− b
+

c4

a+ b− c
≥ (a+ b+ c)3

9
.

Soluţie. Aplicând corolarul avem

a4

b+ c− a
+

b4

c+ a− b
+

c4

a+ b− c
≥ (a+ b+ c)4

9(a+ b+ c)
=

(a+ b+ c)3

9
.

A11) Fie a, b, c > 1. Să se demonstreze că

log4a b

a
+

log4b c

b
+

log4c a

c
≥ 9

a+ b+ c
.

Soluţie. Aplicând corolarul rezultă

log4ab

a
+

log4bc

b
+

log4ca

c
≥ (logab+ logbc+ logca)

4

9(a+ b+ c)
≥

≥
(
3 3
√

logab logbc logca
)4

9(a+ b+ c)
=

34

9(a+ b+ c)
=

81

9(a+ b+ c)
=

9

a+ b+ c
.

A12) Dacă a, b, c sunt laturile unui triunghi, să se arate că

(a+ b− c)4

c2 + 2ab
+

(b+ c− a)4

a2 + 2bc
+

(c+ a− b)4

b2 + 2ca
≥ ab+ bc+ ca

3
.

Soluţie. Folosind corolarul avem

(a+ b− c)4

c2 + 2ab
+
(b+ c− a)4

a2 + 2bc
+
(c+ a− b)4

b2 + 2ca
≥ (a+ b+ c)4

a2 + b2 + c2 + 2ab+ 2bc+ 2ca
=

=
(a+ b+ c)4

9(a+ b+ c)2
=

(a+ b+ c)2

9
≥ ab+ bc+ ca

3
.

A13) (S.G.M. 4/2013 - A. Eckstein) Arătaţi că dacă a, b, c > 0, atunci

a4 + b4

c
+

b4 + c4

a
+

c4 + a4

b
≥ 2(a+ b+ c)3

9
.

Soluţie. Avem

a4 + b4

c
+

b4 + c4

a
+

c4 + a4

b
=

a4

c
+

b4

a
+

c4

b
+

b4

c
+

c4

a
+

a4

b
,

aplicăm corolarul şi avem(
a4

c
+

b4

a
+

c4

b

)
+

(
b4

c
+

c4

a
+

a4

b

)
≥

≥ (a+ b+ c)4

9(a+ b+ c)
+

(a+ b+ c)4

9(a+ b+ c)
=

2(a+ b+ c)4

9(a+ b+ c)
=

2(a+ b+ c)3

9
.

A14) (Concursul interjudeţean ,,Matematica de drag“, Bistriţa 2010)
Dacă x, y, z ∈ (0,+∞), arătaţi că

(x+ 2y)4 + (y + 2z)4 + (z + 2x)4 ≥ 3(x+ y + z)4.
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Soluţie. Aplicăm corolarul:

(x+ 2y)4

1
+

(y + 2z)4

1
+

(z + 2x)4

1
≥

≥ (3(x+ y + z))4

9(1 + 1 + 1)
=

81(x+ y + z)4

27
= 3(x+ y + z)4.

A15) Fie n, p ≥ 2, n, p ∈ N, a1, a2, . . . , an > 0 şi a1 + a2 + . . .+ an = 1.
Să se arate că

ap1
a1 + a2

+
ap2

a2 + a3
+ . . .

apn
an + a1

≥ 1

2np−2
.

Soluţie. Aplicând lema avem

ap1
a1 + a2

+
ap2

a2 + a3
+ . . .

apn
an + a1

≥ (a1 + a2 + . . . + an)
p

2np−2(a1 + a2 + . . .+ an)

=
(a1 + a2 + . . .+ an)

p−1

2np−2
=

1

2np−2
.

A16) Fie n, p ≥ 2, n, p ∈ N şi a1, a2, . . . , an > 0, cu a1+a2+. . .+an = n.
Să se arate că

(a1 + a2)
p

a1 + 1
+

(a2 + a3)
p

a2 + 1
+ . . . +

(an + a1)
p

an + 1
≥ 2p−2n.

Soluţie. Folosind lema avem

(a1 + a2)
p

a1 + 1
+

(a2 + a3)
p

a2 + 1
+ . . .+

(an + a1)
p

an + 1
≥ (2(a1 + a2 + . . .+ an))

p

np−2(a1 + a2 + . . .+ an + n)

=
2pnp

np−22n
=

2p−1n2

n
= 2p−2n.

A17) Fie n, p ≥ 2, n, p ∈ N, a1, a2, . . . , an > 0 şi b1, b2, . . . , bn > 0,
a1a2 . . . an = 1, b1 + b2 + . . . + bn = 1. Să se arate că

ap1
b1

+
ap2
b2

+ . . .+
apn
bn

≥ n2.

Soluţie. Aplicând lema avem

ap1
b1

+
ap2
b2

+ . . .+
apn
bn

≥ (a1 + a2 + . . .+ an)
p

np−2(b1 + b2 + . . .+ bn)
≥ (n n

√
a1a1 . . . a1)

p

np−2
= n2.

A18) Fie n, p ≥ 2, n, p ∈ N, a1, a2, . . . , an > 0, a1 + a2 + . . . + an = 1,
0 < α < β, βak − αak+1 > 0,∀k = 1, 2, . . . , n (unde an+1 = a1). Atunci

ap1
βa1 − αa2

+
ap2

βa2 − αa3
+ . . .

apn
βan − αan+1

≥ 1

np−2(β − α)
.

Soluţie. Folosind lema avem

ap1
βa1 − αa2

+ . . .+
apn

βan − αan+1
≥
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≥ (a1 + . . . + an)
p

np−2[β(a1 + . . .+ an)− α(a1 + . . .+ an)]
≥ 1

np−2(β − α)
.

Extindere a lemei

Fie p2 ≥ 0, p2 ∈ N şi p1 ≥ p2 + 1, p1 ∈ N. Fie a1, a2, . . . , an ≥ 0 şi
b1, b2, . . . , bn > 0. Are loc inegalitatea

ap11
bp21

+
ap12
bp22

+ . . . +
ap1n
bp2n

≥ (a1 + a2 + . . .+ an)
p1

np1−p2−1(b1 + b2 + . . . + bn)p2
.

Demonstraţie. Aplicând inegalitatea lui Hölder avem((
a1

b
p2/p1
1

)p1

+ . . .+

(
an

b
p2/p1
n

)p1)1/p1(
(b

p2/p1
1 )p1/p2 + . . .+ (bp2/p1n )p1/p2

)p2/p1
·(1 + 1 + . . .+ 1)1/p1 . . . (1 + 1 + . . .+ 1)1/p1 ≥ a1 + a2 + . . .+ an,

unde ı̂n suma 1+1+ . . .+1 avem 1 de n ori şi numărul sumelor 1+1+ . . .+1
este p1 − p2 − 1.

De aici rezultă imediat concluzia, prin ridicare la puterea p1 şi ı̂mpărţire
cu np1−p2−1(b1 + b2 + . . . + bn)

p2 . �
Îndemnăm cititorii de a găsi şi alte exemple de aplicare a rezultatelor

de mai sus.
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EXAMENE ŞI CONCURSURI

CONCURSUL INTERJUDEŢEAN DE MATEMATICĂ
,,PETRU MOROŞAN - TRIDENT“

Ediţia a XII-a, Brăila, 8-9 decembrie 2017

prezentare de Dan Negulescu
1) şi Viorel Botea

2)

Colegiul Naţional ,,Gheorghe M. Murgoci“ Brăila, ı̂n colaborare cu
Primăria Brăila, Inspectoratul şcolar Judeţean Brăila, Societatea de Ştiinţe
Matematice – filiala Brăila, Revista de Matematică din Brăila ,,Trident“,
Colegiul Economic ,,Ion Ghica“ Brăila, Colegiul Tehnic ,,Edmond Nicolau“
Brăila, au organizat ı̂n 8-9 decembrie 2017 a XII-a ediţie a Concursului
Interjudeţean de Matematică ,,Petru Moroşan - Trident“.

În acest an au participat 108 elevi din judeţele: Brăila, Buzău, Galaţi,
Ialomiţa, Vrancea la gimnaziu şi liceu M1, clasele V-XI.
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