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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ASUPRA UNEI INEGALITAII
FLORIN ROTARUY)

Inspirati de inegalitatea
ad@ o3 (at+b+e)?

x+y z " 3x+y+z)
unde a, b, ¢, x,y, z > 0 (problema data la a XVI-a Olimpiada Ibero-Americana
de Matematica, 2001), vom analiza in cele ce urmeaza relatia din lema
urmatoare.

Lema. Fien,p e N*, p > 2. Fiecay,ao,...,a, >0 siby,ba,...,b, > 0.
Are loc inegalitatea

a ab ar+as+...4+a,)?
4+g+m+£2(é 2 w.
by by by, np (bl—i-bg—i-...—l-bn)

Demonstratie. Aplicam inegalitatea lui Holder in forma urmatoare:
Dacam,n € N* si consideram numerele reale a;; > 0,9 =1,n,j = 1,m,

¢ >0,i=1mn, aj > 0,5 =1,m astfel incait — + ...+ — =1, atunci
(05} (67°%
m n 1/ m
.
E ciaij’ Z E Ci;1Q42 .. . Qip.
j:l =1 =1
. aj
Luand m =p, c;1 =co = ... = ¢, = 1, a1; = ;,j = 1,n, as; = by,
j

j=1n,a;=11i=3,p,j =1,nsi a; =p,j=1,p obtinem
& dP g 1/p . .
L2 ) (bi+bet AP POV > fay .+ ap,
b be br,
de unde rezulta imediat concluzia. O
Corolar. Daca a,b,c >0 si z,y,z > 0, atunci
4 4 4 4
a b c a+b+c
CLLC letbtg
x oy oz 9Yr+y+2)
Demonstratie?). Aplicim lema precedentd pentru p = 4 sin=3. O

1)Matematician, Focsani
2) Nota redactiei. Corolarul poate fi demonstrat si folosind inegalitatea C-B-S:

4 b4 4 2 b2 2 2
(”W+”(%+5+%>20@%ﬁ¢%@+ﬁ§3 = (> +0* + ) >

2
2(%m+b+dﬁ :éw+b+@€
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Aplicatii

A1) Daca x,y, z sunt numere reale strict pozitive astfel incat xyz = 1,
sa se arate ca

$4 y4 24

+
y+z z+x xT+y
Solutie. Conform corolarului avem
4 4 4

3
> —.
-2

x y z (x+y+2)*  (z+y+2)? _ Byzyz)?
+ + > = > =
r+y z4+z x+y  8x+y+=2) 18 - 18
_ 2Txyz _E_%
18 18 2]

A2) Fie a,b, c numere reale strict pozitive astfel incat abc = 1. Sa se
arate ca

1 1 1
Abto)  Hleta)  Hatb)
Solutie. Avem, conform ipotezei si corolarului,
1 1 1 vt ctat a*vt _ (ab + be+ ca)?
- - = - - > :
at(b+c) bc+a) Ha+bd) b+c c+a a+b~ 18a+b+c)
Avem apoi, oricare ar fi a, b, c,

>3
-2

(ab+ be + ca)?

abc(a +b+c) < 3

Deci,

3
18(a+b+c¢) = 18a+b+c) 18 = 18 2
A3) Daca a,b,c € (0,400) cua+ b+ c =1, sa se arate ca
(a+b)* (b+e)? (c+a)4>§
c+1 a+1 b+1 — 9
Solutie. Aplicam corolarul si avem
(a+b)t  (b+0 (c+a)  Pa+btg]t 16 4
c+1 a+1 b+1 ~9a+b+c+3) 4-9 9
A4) Daca z,y,z > 0 gi m > 0, sa se arate ca

(ab+ be + ca)* S 9a2b’c*(a+b+c)®  9a+b+c) 29 3Vabe

(z +y)* N (y + 2)* (z + )4 - 16(x +y + 2)3
r+y+mz mxt+y+z z+my+z- 9(m+2)
Solutie. Conform corolarului rezulta
@ty | wta) | Gto)
rt+y+mz mr+y+z T+my+=z
2@+y+2)]* 16(z+y+2)>
“9m+2)(x+y+ 2) 9(m + 2)
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A5) ( O.M. Irlanda, 1999) Daca a,b,c > 0, sa se arate ca
1 n 1 n 1 - 9 ‘
a+b b+c c+a 2a+b+c)
Solutie. Conform corolarului avem
14 14 14 (1+1+1)* 81 9

aib T bre cra” 9-2a+b+c) 9-2a+btc) 2a+b+te)
A6) ( O.M. Belarus, 1999) Daca a, b, ¢ sunt numere reale cu proprietatea
ca a® 4+ b? + ¢® = 3, sa se arate ci
1 1 1
1+ab+ 1—i—bc+ 1+ca
Solutie. Aplicand corolarul avem

1 1 14 - (1+1+1)* - 81 3

>3
-2

1+ab+1+bc+1+ca_9(3+ab+bc+ca) 9B +a2+ b2 +c2) 2

A7) (R.M.T. nr. 1/2014) Daca x,y, z sunt trei numere reale strict po-
zitive, aratati ca

gt gt ot
—+ —+ — >xy+yz+ 2.
yz  zx  xy

Solutie. Folosind corolarul avem

T T - (z+y+2)*

o4
yz  zx  zy  Yzy+yz+zx)

4 2
(r+y+2)°* (r4+y+2) > vyt e+ 2

T 9z ty+2)? 3
3
A8) Fie a,b,c € (0,400). Sa se demonstreze ca
1 1 16 256

=
+ b + c ~9a+b+c)
Solutie. Aplicand corolarul avem
1 1 16 _ (1+1+2)* 256
-+ -+ —2= = :
a b ¢ ~9a+b+ec) 9Ya+b+c)
A9) Fie x,y,z > 0. Sa se demonstreze ca

4 4 4 3
X z
L AR Gt i
Y z T 9

Solutie Folosind corolarul avem
zt y_4+z_4 - (z+y+2)* (z+y+2)?
z  x " 9rtytz) 9 '

Y
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A10) Fie a, b, ¢ laturile unui triunghi. Sa se arate ca are loc inegalitatea

a’ b ct (a+b+c)
+ + > .
b+c—a c+a—b a+b-—c 9
Solutie. Aplicand corolarul avem
at N bt N ct >(a+b+c)4_(a+b+c)3
b+c—a c+a—-b a+b—c 9a+btec) 9 ‘

A11) Fie a,b,c > 1. Sa se demonstreze ca
log? b n logf ¢ n log?a > 9 '
a b c a+b+c
Solutie. Aplicand corolarul rezulta

log?b N logic N logta - (log,b + logyc + log.a)*

a b c = 9Ya+b+c)
(3€/logablogbclogca)4 B 34 B 81 B 9
- 9(a+b+c) " 9a+b+e) 9Ya+b+c) at+b+e

A12) Daca a,b, ¢ sunt laturile unui triunghi, sa se arate ca

(a+b—c) (b+c—a) (c+a—b)4>ab+bc+ca

2 + 2ab a? + 2bc b2 +2ca 3
Solutie. Folosind corolarul avem
(a+b—c)* (b+c—a) (c+a—b)4> (a+b+c)

2+ 2ab a? + 2bc b2 +2ca T a?®+b%+ 2+ 2ab + 2bc + 2ca
(a+b+c)*  (a+b+c)? L ab+be+ca
Ya+b+c)?2 9 - 3 '

A13) (S.G.M. 4/2013 - A. Eckstein) Aratati ca daca a,b,c > 0, atunci

a* + v N bt 4 ¢t N A+ at > 2(a+b+c)3‘
c a b 9
Solutie. Avem
a*+ b* n bt 4 ¢t n A+at ot vt A vt A df

c a P T

aplicam corolarul si avem

at vt oot et
—t—t+ =]+ [(=+=+=])>
c a b c a b
>(a+b+c)4 (a+b+c)*  2a+b+c)t  2a+b+c)P
“9a+b+e) 9Ya+b+c) 9 a+b+c) 9 '
A14) (Concursul interjudetean ,Matematica de drag®, Bistrita 2010)
Daca z,y, z € (0, +00), aratati ca

(z+29)* + (y+22)* + (2 + 22)* > 3(x +y + 2)*.
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Solutie. Aplicam corolarul:
(z + 2y)* N (y + 22)* N (z + 2x)* -

1 1 -
Br+y+z)' Sla+y+z)?* A
LTSV 27 =3lty+a)

A15) Fien,p > 2, n,p e N, ay,as,...,a, >0s8iay+as+...+a, =1.
Sa se arate ca

a]f ag ab 1
a1 +ay as+as ap,+ar  2nP~2’
Solutie. Aplicand lema avem
al ab ab (a1 +ag+...+ap)?
ai+as as+taz < ap+a;  2nP2(ay +ag+ ...+ ay)
(a1 4az+.. +a,)P! 1
2np—2 2np—2

A16) Fien,p > 2, n,p € Nsiay,a9,...,a, >0, cuay+as+...+a, =n.
Sa se arate ca

(a1 -+ ag)p (CLQ -+ ag)p o (an + al)p 2 2p_2n.
ai + 1 as + 1 an + 1
Solutie. Folosind lema avem
(a1 +a2)?  (az + a3)P (an + ay)? (2(a1 + a2 + ...+ an))?
+ +ot > —3
a;+1 as + 1 an +1 nP=2(ay +az+ ... +a, +n)
—1,2
_ 2PnP _ 2P~ n _op2,
nP=—22n n
A17) Fie n,p > 2, n,p € N, aj,as,...,a, > 08l by,ba,...,b, > 0,
aias...an=1,b1 +by+ ...+ b, =1. Sa se arate ca
P P P
— 4+ =4+ ...+ —>n"
by + by + + b, = n
Solutie. Aplicand lema avem
a_1f+a_§+“‘+ﬁ > (a1 +ag+ ...+ ay)? > (n®/atay ...a;)P 2
by b by — nP72(by + b+ ...+ by) np—2

A18) Fie n,p > 2, n,p € N, ay,a9,...,a, >0, a1 +as+ ... +a, =1,
0<a<pf, Pap—aagy; >0,Yk=1,2,...,n (unde a,y1 = aq). Atunci

azl) ag ab 1
pa; —aay  Paz — aag Ba, — aany1r — nP7HS — )
Solutie. Folosind lema avem
a” o

-+ — >
Ba; — aas Bay, — aapiq
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(a1 + ...+ an)? 1
> > .
nP=2[Bla1+ ...+ an) —alar + ...+ a,)] — nP72(8 — «)
Extindere a lemei

Fie ps 2 0, p2 € N gip1 > pa+1, pr € N. Fie ay,az,...,an, 2 0 g

b1,b2,...,b, > 0. Are loc inegalitatea
ﬁ_i_a_gl_i_ _'_@ (al—i—az—l—...—i—an)pl
b11>2 bzz)z cee bff = nm—pz—l(bl +by+ ...+ bn)pz'

Demonstratie. Aplicand inegalitatea lui Holder avem

o )" an \"\ i o1y /22 /01
n 2/P1\P1/P2 2/P1\P1/P2

(A+14. DY A1+ + DY >0 fag+ ...+ ap,

unde in suma 1+1+...+1 avem 1 de n ori i numarul sumelor 1+1+...+1
este p1 — po — 1.

De aici rezulta imediat concluzia, prin ridicare la puterea p; si impartire
cu nP P27 by by + ..+ by P2 O

Indemnim cititorii de a gasi si alte exemple de aplicare a rezultatelor
de mai sus.
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