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Abstract. This article presents a modified variant of the trigonometric
Eisenstein’s proof for quadratic reciprocity law.
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Legea reciprocitatii patratice este unul dintre cele mai frumoase si im-
portante rezultate din teoria numerelor. A fost formulata de Fuler si Le-
gendre, ultimul dandu-i si o demonstratie partiala. Primul care a demonstrat-
o complet, reusind sa-i dea nu mai putin de sase demonstratii, a fost Gauss,
care o numeste ,teorema fundamentald” sau ,teorema de aur”. Au urmat
multe alte demonstratii sau extinderi (generalizari) date de Eisenstein, Ja-
cobi, Cauchy, Kummer, Dirichlet, Kronecker, Dedekind, Zolotarev, Hilbert,
Artin, Hasse, Barbilian s.a. Conform cu [6] exista pana acum 246 de demon-
stratii ale legii reciprocitatii patratice, iar numarul lucrarilor dedicate di-
verselor legi de reciprocitate este 1099. Prezentam in acest articol o demon-
stratie inspirata din ideile lui Eisenstein ([1],[3]), bazata pe calculul unor pro-
duse trigonometrice si legatura acestora cu simbolul lui Legendre. Mai intai
vom defini simbolul lui Legendre si vom enunta legea reciprocitatii patratice.

Dprof. dr., Colegiul National ,,Sf. Sava“, Bucuresti.



398 ARTICOLE §I NOTE MATEMATICE

Definitie. Daca p este un numar prim si a € Z, (a,p) = 1, definim
stmbolul lui Legendre prin

(a) B { 1,daci existd b € Z cu a = b*(modp) (i.e. @ este pitrat in Z,)

D —1,1n caz contrar.

Cand a = b*(mod p) spunem ci a este rest pdtratic mod p, iar in caz
contrar spunem ca a este nerest patratic mod p.

Teorema 1 (legea reciprocitatii patratice). Dacd p si g sunt nu-
mere prime impare distincte, are loc egalitatea:

(§> (%) = (—1)T T

Pentru a demonstra aceasta teorema, vom parcurge cativa pasi prelimi-
nari.
Teorema 2 (Criteriul lui Euler). Fie p un numar prim impar §i

a€Z, (a,p)=1. Atunci:
a7 = (2) (modp).
p

Demonstratie. Este cunoscut ca grupul (Z;;, -) este ciclic cu p — 1 = 2s

elemente; fie T un generator al siu. Avem z2° = 1 si 2° # 1, prin urmare

7% = —1. Atunci, clasele 1,72,74,..., 722 (patratele perfecte din Zj)

p o ~ .. PPN g
au puterea s = egald cu 1, in timp ce clasele z,23,2°,..., 2% 1
2

(nepatratele din Zy;) au puterea s egala cu -1 O

Teorema 3 (Lema lui Gauss). Fie p = 2s+ 1 un numar prim impar
sia € Z, (a,p) = 1. Fiecare dintre numerele a,2a,3a,...,sa este congru-
ent mod p cu exact unul dintre numerele £1,4+2,...,+s st sa notam cu v
numarul acelora dintre a,2a,3a,...,sa congruente cu unul dintre numerele

—1,-2,...,—s. Atunci:
a
=) = (=1
() -

Demonstratie. Avem ak = +o(k)(mod p), k = 1,s, unde o este o
permutare a multimii {1,2,3,...,s}. Inmultind aceste s congruente, obtinem

(—=1)"s! (mod p)
si simplificand prin s! # 0 (mod p) rezulta
a® = (—1)” (mod p).

a’ - sl

Dar a® = a"7 = (2) (mod p), conform criteriului lui Fuler. Asadar

(}—)) = (—1)Y(mod p) si, cum p > 2, aceasta congruenta este o egalitate. O
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Teorema 4. FExista egalitatile:

n—1
k
1° H sin?7T = %, pentru n € N,yn > 2.
k=1
n—1 n—1
k —1) 2
2° H COS% = (2%, pentru n € Nyn impar > 3.
k=1
Demonstratie. Polinomul X" ' + X" 2 4+ ... 4+ X + 1 are radacinile

2k . . 2km e
T = cos — +isin —, k = 1,n — 1, prin urmare
n n

= 2km 2k
Xn1—|—Xn2+...+X+1—H(X—COST—iSiHT). (1)
k=1

1° Luam in (1) X =1 si obtinem

_ n—1

2
H <1 —cos— —isinﬁ> = H <2sink—7r (sink—7r —1cosk—7r>> =
Pt n n n n

k=1
n—1 n—1
. km _ kmo kn
=on-1L. sm—-H sin — —icos — | .
n n n
k=1 k=1
n—1
A v n—1 . km .y . .
Trecand la module, rezulta n = 2 H sin —, adica egalitatea din
n
k=1

enunt,.
2° Luam in (1) X = —1 si avem

n1< 2km . . 2k77>
:H —1—cos— —isin— | =
Pt n n
km km
— n 1 2 o - N — —
H ( CcoSs <cos + isin - >>

nfl
k —1)n —1
_ QR_IIHCOS% (COS% mm%) _
n-1 km 1 1 nl km
=2n-1 —_ isinr) 2 = (—1)"2 .27t il
kl_Ilcos - (cosm +isinm) (-1) Hcos et
n—1 n—1
k -1
de unde HCOS ?;T = (2% O
k=1

Teorema 5. Dacd n este un numar impar > 3, existd egalitatea:

n—1

2
n = H (431](12 Qk—ﬂ) .
n
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Demonstratie. Conform teoremei 4 avem

n—1
o 2kw nl o 2kw
o sin — - sin —
n—1 k"]‘(’ n—1 Sln—ﬂ- k=1 n k:L‘H n
n=2""][sin—=2""]] —& = - =
n km (-1) =z
k=1 k=12 cos —
n on—1
n—1
2 n—1
n—1 2k 2km
—(—=1)=z .9n1. in 2200 in =~
(-1) sin — H sin —
=1 —
< : y n—1]1 . .
In al doilea produs notdim £k = n —1[, cu l € {1,2,..., } si, tinand
2(n —1
seama ca sinM = —sin—ﬂ, acest al doilea produs este egal cu
n n
n—1
n—1 2]{:7{-
1T il
(1) 2 sin —
k=1
n—1 2
2
e ne 2k
Continuand, obtinem n = (—1)71 con-lb. (—1)71 . sin— | =
k=1
n—1 2 n—1
2 2
n—1 Qk'ﬂ_ Qkﬂ-
=47z . sin — = 4sin®? == | .
i H ( mn o ) O
k=1 k=1

Teorema 6 (Eisenstein). Fie p si ¢ numere prime impare distincte.
Atunci:

p=1
o 2kqm
H sin
— .
b 2 2km
sin —
k=1 p 1
Demonstratie. Dintre numerele ¢, 2q, 3q, ..., p% - ¢ unele sunt con-
-1
gruente mod p cu unul din numerele —1,—2,...,—p 5 si fie v numarul
-1
acestora; cele ramase sunt congruente cu unul dintre numerele 1,2, ..., p—.
Conform lemei lui Gauss avem (2) = (—1)~.
p
2a 2b
Daca a = b(mod p) avem sin — = gin —~ si, deoarece sin(—a) =
p

= —sin«, rezulta



M. TENA, PRODUSE TRIGONOMETRICE SI LEGEA RECIPROCITATII PATRATICE 401

p=1 p=1 p=1
o 2kqm u . 2%kw q . 2kw
Hsm =(=1)"-||sin—= (=) || sin—,
k=1 p k=1 p P/ w4 p
de unde egalitatea din enunt,. O

Teorema 7. Daca p si q sunt numere prime impare distincte, atunci:

Demonstratie. Consideram radacina primitiva de ordin p a unitatii

T .. 27 ) . _ .. T .
¢ = cos — +1isin =—. Pentru orice k intreg avem ¢* — (=% = 2isin ——, prin
p

p
urmare

2
(¢F = ¢ )2 = —4sin? %.

Notam cu Z[(] inelul format din toate expresiile polinomiale in (, cu
coeficienti intregi, adica Z[(] = {f(¢)| f € Z[X]}. Evident ¢ € Z[(], dar si
¢t = (P! € Z[¢]. Deoarece C¥ = 0(mod ¢), k = 1,¢— 1, in inelul Z[(]
exista congruenta (A — B)? = A? — BY(mod gq), pentru orice A, B € Z|[(].

p—1

2
S& mai observam ca H (¢F—¢%) # 0(mod q), cici dacd am presupune

k=1

p=1

2
contrariul, ridicand la patrat, ar rezulta H(Ck — ("2 = 0(mod q), adici
- k=1
2 2km p=1
H (—élsin2 7) = O(mod ¢) sau (—1)2z - p = 0(mod ¢), absurd (am
k=1

tinut seama de teorema 5 si de faptul ca pentru a,b € Z avem a = b(mod q)
in Z[¢] & a =b(mod ¢) in Z).

kq _ r—kq
Avand in vedere ca % € ZI[(], aplicand teorema 6, avem suc-
cesiv:
p—1 p—1 p—1
2 2 2
2k 2k
[Tsin =" ] (Qisin qﬂ) 11 (C’“’ - C”“q)
q\ _ k=1 P 5 P k=1 mod ¢
p) 5 o oo B
2k 2k
sin 227 H (Qi sin —7T> (Ck Cik)
k=1 p k=1 p k=1
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G 25t -
mod ¢ g—1 _ k- k\9 ( k ok 2) 2
= -3 = ¢ =C = " =C =

11 (¢t —¢H) ’“< | & | |

k=1

I
”\
N
L
w0
El\?
[\
i
E
SN—
I
T
=
£
F=n
/N
S
w0
£
[\
ub
SN—
I

k=1 k=1 k=1
— (-1 e,
unde pentru ultima egalitate am aplicat teorema 5. O

Deomonstratia teoremei 1. Conform criteriului lui Fuler avem

qg—1

pz = <1—9> (mod ¢) si, folosind teorema 7, obtinem
q

(g) = (-1)%= % . (g) (mod q).

Dar (2) , (£> € {—1, 1}, iar ¢ > 2, prin urmare congruenta obtinuta este

p q
(). ()

o egalitate, adica

% p p ?

Inmultind cu (—) si tinand seama ca (—) = 1, obtinem
q q

() -

Observatie. Demonstratia originala a lui Fisenstein foloseste faptul
ca, pentru g impar, singa = sina - P(sin® @), unde P este un polinom din

-1
Z[X], de grad qT
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