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UNELE PROBLEME DE GEOMETRIE ASOCIATE
CONFIGURATIEI GEOMETRICE PAPPUS

STELUTA MONEAY gi MiHAT MONEAY

In literatura matematic urmatorul rezultat este cunoscut sub numele
de teorema lui Pappus:

Teorema 1. Pe laturile triunghiului ABC se considerd punctele

Me (BC), N € (CA) si P € (AB) astfel incat

MB NC PA (1)
MC NA PB
Atunci triunghiurile ABC si MNP au acelagi centru de greutate.

B M C

Se cunosc multe solutii ale acestei teoreme, de la cea clasica, la cele
care utilizeaza vectorii sau numerele complexe. De asemenea se cunosc multe
generalizari, cum ar fi cea din lucrarea [1]. De-a lungul anilor, la concursurile
scolare au fost propuse diferite probleme avand ca baza configuratia de la
teorema anterioara. Referintele [2] — [5] sunt sugestive.

In cele ce urmeazi dorim si prezentam patru probleme care au la
baza aceeasi configuratie. Pentru a evita repetitiile, mentionam ca vom
utiliza ipotezele din Teorema 1. De asemenea, notam cu k valoarea co-
muna a rapoartelor din relatia (1). Pentru inceput vom vedea ca in aceasta
configuratie se mai formeaza si alte triunghiuri care pastreaza centrul de
greutate al triunghiului ABC.

Problema 1. Fie AMNBN ={S}, AMNCP ={U} si BNNCP =
={T}. Triunghiurile STU si ABC au acelagi centru de greutate.
Demonstratie. Vom folosi vectorii de pozitie pentru demonstratie. Apli-

cand teorema lui Menelaos pentru triunghiul BC'N si punctele M — S — A,

btinem M AC SN _
obfmem s N SB
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N A B
Din N—i = k, obtinem AC E+1si 5B _ k(k+1). Atunci

AN SN
o _TBAKRAD)IN o TEARTA | KTA T A ki
TRk N e ST TRt k+1

Notam G, respectiv G, centrele de greutate ale triunghiurilor ABC, respec-
tiv STU. Atunci
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ceea ce conduce la concluzie. O

Se stie ca daca triunghiul MNP este echilateral, atunci i triunghiul
ABC este tot echilateral (vezi [6]). Problema urmatoare prezinta o situatie
mai generala.

Problema 2. Daca A MNP ~A ABC atunci k = 1 sau triunghiul
ABC este echilateral.

b
Demonstratie. Folosind notatiile uzuale, avem AN = Tl si AP =
k AP - AN k .
— " Atunci Aane _ = 5- In aceste conditii,

E+1 Aapc AB-AC  (k+1)

3k
Aunp = Aapc — Aanp — Apup — Acun = Aapse (1 — 2) ;
(k+1)

2
k41
deci e _ K=k +2 .Din A MNP ~A ABC, obtinem
Aapc (k+1)

(- (-
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Teorema cosinusului ne conduce la

NP? = AP? + AN? —2AP - AN cos A =

B k2 b2 2kbc b2 + % — a? B
(k4 1) * k+1? (k+1)2  20c
- ka® + (1 — k) b* + (k* — k) ¢
B (k+1)° '
2
Din egalitatea K~k +21 = <NP) obtinem
(k+1) a

(k* —k+1)a®> = ka® + (1 — k) b* + (k* — k) ¢,
adic (k—1)%a? + (k—1)b—k (k—1) ¢ = 0. Atunci
(k—1) ((k—1)a® +b* — kc*) =0,
deci k =1 sau k (a2 — 02) =a? - b
In continuare putem presupune k = 1. Un calcul similar ne conduce de
k2 —k+1 (PM
a =

(k+1)? b
din cele doua egalitati obtinem

(a2 — b2) (b2 - a2) = (a2 - 02) (b2 — 02) = a2 + b2 +a’? = at + bt +

2
) la egalitatea k (b2 — a2) = b%> — 2. Eliminind pe k

Ultima egalitate este adevarati doar pentru a? = b = ¢2, deci cand
triunghiul ABC este echilateral. O

Celelalte doua probleme din aceasta lectie analizeaza unele concurente.

Problema 3. Dreptele AM,BN si CP sunt concurente dacd si numai
daca k = 1.

Demonstratie. Dreptele AM, BN si C'P sunt concurente daca si numai

“%g-x—i~%:1.Ob‘ginemk3:1,decik:1. |

Problema 4. Fie a perpendiculara in M pe BC. Definim analog
dreptele b si c. Atunci a,b,c sunt concurente dacd si numai daca k = 1.

Demonstratie. Evident, pentru k = 1, dreptele a, b, ¢ sunt mediatoare
deci sunt concurente. Acum, reciproc, fie aNbNe = {S}.
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Atunci M$ - BC = 0, adica (74 — 7a7) - (7é — 73) = 0. De aici

— -
rg + kré

Scriem relatiile analoage si le adunam. Suntem condusi la
> (B +krd) (7d —75) = 0. (2)

Putem considera un sistem de axe avand originea in centrul cercului
circumscris triunghiului ABC'. De asemenea putem presupune ci acest cerc
are raza egala cu 1. Atunci 773> . E;) = 1. Mai departe egalitatea (2) devine

Y T+ k—1—kih-7) =0,

adica
1) G- — 77— 7 =
Dar \771)'7TB>+7’_]3>'7%+7%>'7TA>\ < !HH@’""\@H%]—!—]@\ ’T_A)\ = 3, deci

k =1, ceea ce incheie demonstratia.
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