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Abstract. We state and prove a result equivalent to the celebrated
Cauchy-Schwarz inequality, in both continuous and discrete versions.
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Sa consideram doua functii continue f, g : [0,1] — R. Varianta integrala
a inegalitatii Cauchy-Schwarz spune ca

E*(fg) < E(f*) - E(g%), (1)

unde E(-) este valoarea integralei (sau media) pe intervalul [0, 1] a functiei
din paranteze:

B(u) = /0 ().

Egalitatea in (1) are loc daca si numai daca f §i g sunt proportionale,
adica exista o constanta c astfel ca f(z) = cg(z) pentru orice z € [0, 1].

O demonstratie eleganta poate fi gasita in [1].

In aceastd notd vom prezenta o inegalitate de tip Cauchy-Schwarz, care
este de fapt echivalenta cu (1), in sensul ca, cele douda rezultate se implica unul
pe celalalt. Vom folosi notatia de mai jos, familiara in teoria probabilitatilor
si statistica:

DS(u) = \/E(u?) — E?(u)

(DS inseamna deviatia standard). Atunci avem urméatoarea inegalitate:

2 2y 2\ . _ . 2
E*(fg) < B(f*)- E(¢®) - [|[E(f)| - DS(9) — |E(9)] - DS(N)] . (2)

Este clar ca (2) implica (1). Reciproc, vom folosi (1) in demonstratia
lui (2) in felul urmator. Fie a si b numere reale arbitrare; conform cu (1),
avem ca

B ((f=a)(g-0) <E((/ - 0?) - E((g - b)),
E*(fg) — E(f%) - E (¢°) < a>DS*(g) + *DS*(f) — 2aE(f)E(g*)—
~E(g)E(f) + 2abE(f)E(g) +2[bE(f) + aE(g) - ab| E(fg).
Fixam ¢ real pozitiv gi alegem

a=E(f) +Vt,b=E(g) + E(f)E(9)/Vt.
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Obtinem bE(f)+ aE(g) = ab si deci

E*(fg)~ E(f*)- B(g%) < —aDS(g) |2B(f) —a| ~bDS*(f)|2E(g) 1] (3)
Pe de alta parte,

aDS%(g) [QE( ) - a} +bDS%(f) [2E(g) . b]

— f

_ DS*(f)E*(g)
t

)
= |22 —1| | DS*(9) (t).

Limitele lui f la +o0 si 0T sunt ambele egale cu —oo. Totodata, functia
f 1si atinge valoarea maxima

1B DS(9) - 1B @) DS(5)]” pentru t =

Tinand cont de (3), (4) si (5), rezulta formula (2).

Egalitatea are loc in (2) cand f(z) = 1 pentru orice = € [0, 1] sau, din
simetrie, cand g(x) = 1 pentru orice = € [0, 1].

Invitam cititorii sa gaseasca toate cazurile de egalitate in (2).

EQEQ
DS(f)/Ds(g)’

Este interesant de observat varianta discreta a inegalitatii (2). S& con-

sideram = = (x1,...,2n),y = (y1,-..,Yn); atunci avem
n 2 n n 2
(Som) < (Xa)(Xw)-w[1E@I 05w - 1BWIDSE]", ©)
i=1 i=1 i=1
unde

E(x) = %Zl‘l si DS(z) = ;(Zﬁ) — E?%(x)
i=1 i=1

sunt media, respectiv deviatia standard, a lui x (similar definim FE(y) si
DS(y)). Este clar ca inegalitatea (6) implica celebra inegalitate Cauchy-
Schwarz in cazul discret. In continuare vom schita reciproca ultimei afirmatii,
folosind metoda de la inegalitatea integrala (2). Din

[Dx ~ - ) < [Z(:n - [i@i -0y

i=1 =1 =1

obtinem echivalentul formulei (3):
n 2 n n
(o) - () () =
< —n2{aDS2(y) [QE(:C) - a] +bDS2(x) [2E(y) - b} }

Apoi demonstratia decurge identic cu cea din cazul integral.
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Egalitatea are loc in inegalitatea Cauchy-Schwarz discreta daca si nu-
mai daca x si y sunt proportionale, adica exista o constanta c astfel ca z; = cy;

pentru orice ¢ = 1,...,n. Observam ca egalitatea are loc in inegalitatea (5)
cand x; = 1 pentru orice ¢ = 1,...,n sau, din simetrie, cand y; = 1 pentru
oricet =1,...,n.

Invitam cititorii sa gaseasca toate cazurile de egalitate in (5).
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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

ASUPRA UNOR RELATII DE CONGRUENTA
FELICIAN PREDAY si BOGDAN IORDACHE?

Prezentam mai intai un rezultat care ii apartine lui Lucas (Frangois
Edouard Anatole Lucas, matematician francez, 1842-1891).

Lema lui Lucas (1878). Fie a, b, ¢, d si p numere naturale, p prim,
a#0,b<p,d<p. Atunci avem

+d __ d
C§§+b = (- Cy(mod p).

Demonstratia 1. Vom demonstra mai intai prin numarare. Consideram
un caroiaj de p X a patrate dispuse pe p linii si a coloane si, in plus, o coloana
cu b < p patrate. Putem alege cp + d patrate in Cgﬁig moduri. O alegere a
celor cp + d patrate arata astfel: z1 patrate de pe coloana 1, x5 patrate de
pe coloana 2, pana la x, patrate de pe coloana a si, in plus, zg patrate de pe
coloana cu b patrate.

Cazul 1: Existd i € 1,a astfel incat x; # 0 si x; # p. Numaérul de
alegeri posibile, intr-un astfel de caz, este:

T1 | T2 . (Ta . (1T0
Cyt-Cp2e...-Cpe - Cy

Fiecare dintre aceste produse este divizibil cu p deoarece contine cel
putin un termen divizibil cu p.

Cazul 2: Oricare ar fi i € 1,a avem z; = 0 sau x; = p. Vom avea In
total C¢ - Cf posibilitati.

Deci, in total, numarul de posibilitati este M, +Cg- C{f = Cftiii? de aici
concluzia. Daca d > b, alegerea de la cazul 2 nu este posibila; prin urmare,

DProfesor, Sc. Gim. ,Gh. Titeica”, Craiova.
2)Elev, C.N. ,Fratii Buzesti“, Craiova.



