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1. INTRODUCERE
In [1], pag. 20, apare enuntul inegalitatii lui Hayashi:
Daca P este un punct in planul triunghiului ABC, atunci
PA-PB PB-PC PC-PA
+ + > 1.
CA-CB AB-AC BC-BA
Demonstratia data in locul citat foloseste urmatoarea identitate cu nu-
mere complexe:

1 1 1

P-00-Dp-0 O-ac—a p-a
+ 1 1 n 1 1
D@10 pb (a-0b-0o p_c

O

Este evident ca aceasta identitate poate fi extinsa, obtinand in acest
fel o generalizare a inegalitatii lui Hayashi pentru un poligon cu n laturi.
In nota de fata, vom demonstra efectiv inegalitatea generalizata In cazul
unui patrulater ABCD, apoi vom da o aplicatie in cazul unui patrulater
inscriptibil, iar in final vom ardta cum identitatea pentru cazul n = 4 poate
fi extinsa in cazul general.
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Propozitie. Pentru orice numere complexe p,a,b,c,d distincte doua
cate doua, avem egalitatea

1 1 1
(p—@)(P—b)(P—C)(P—d)_(@—b)(a—c)(a—d).P—aJr
. 1 N 1 RN
b—a)(b—c)(b—d) p—b (c—a)(c=b)(c—d) p—c
1 1
+

(d=a)(d=b)(d—c) p—d
Demonstratie. Cautam o descompunere in fractii simple sub forma
1 A B C D

b0 DG-O0p-d p-a p-b p-cp-a »

Pentru a afla pe A, B, C', D procedam astfel: inmultim relatia (x) cu
(p—a)(p—>b)(p—c)(p—d), apoi dam succesiv lui p valorile a,b,c,d. Vom
gasi

1 1

il oy ¥ sy g Sl ey (e

1 1
e ne-a PTu—o@-na-o

ceea ce demonstreaza Propozitia.

2. INEGALITATEA LUI HAYASHI PENTRU UN PATRULATER
Teorema. Daca P este un punct din planul patrulaterului ABCD,
atunci

PB-PC-PD+PA-PC-PD+PA-PB-PD+PA-PB-PC>1
AB-AC-AD BA-BC-BD CA-CB-CD DA-DB-DC ~—

Demonstratie. Daca P coincide cu unul dintre varfuri, membrul stang
al inegalitatii devine egal cu 1, deci in acest caz inegalitatea se verifica, cu
semnul egal.

Presupunem acum ca P este diferit de varfurile patrulaterului.

Notam afixele punctelor P, A, B,C, D cu literele mici corespunzatoare.
Inmultim identitatea (x) din Propozitie cu (p—a)(p—b)(p—c)(p—d) si gisim

_p=bp-c(p—d) , (p—a)lp—c)(p—d)
L=l —oe-a " t-ap-0b-d "
+(p—a)(p—b)(p—d) n (p—a)p—0)(p—c)
(c—a)(c=b)(c—d) (d—a)(d—b)(d—c)
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Trecand la module si utilizand inegalitatea modulului obtinem
(<Pt lp—cl-lp—d  lp—al-lp—cf-lp—d
“la=bl-la—c|-la—=d |b—al-|b—c|-|b—d|
p—al-lp=b-lp—dl  |p—al-lp=0]-|p—
lc—al-|le=b]-|lc=d |d—a|-|d—=10|]-|d— |

+

care este chiar inegalitatea din enunt.

3. O APLICATIE IN PATRULATERUL INSCRIPTIBIL

Consideram acum patrulaterul ABC'D inscris in cercul de centru O si
raza R. Daca luam P = O, atunci PA = PB = PC = PD = R i inegalita-
tea lui Hayashi devine

R3 R3 R3 R3
+ + + 2>
AB-AC-AD AB-BC-BD AC-BC-CD AD-BD-DC
Inmultim ultima inegalitate cu AB - BC - CD - DA si giisim
BC~CD+C’D~AD+AB~AD +AB~BC’ < AB-BC-CD-DA
AC BD AC BD — R3 '
sau altfel scris
AB-AD+CB-CD +BA'BC’—i—DA-DC’ < AB-BC-CD-DA
AC BD - R3 '
care este o inegalitate interesanta.

Remarca.!) Ultima inegalitate poate fi argumentat si altfel: conform
celei de-a doua relatii a lui Ptolemeu avem

AB-AD+CB-CD BA-BC+DA-DC

1.

AC BD ’
deci
AB-AD+CB-CD+BA-BC+DA-DC_2 AB-AD+CB-CD
AC BD a AC
4
> . . . . .
25 VAB - BC-CD-DA

Pentru a demonstra inegalitatea in discutie, este suficient sa aratam
ci AB-BC-CD-DA-AC? < 16RS. Aceasti relatie reiese din AC < 2R
si inegalitatea izoperimetrici AB 4+ BC 4+ CD + DA < 41y = 4Rv/2 (unde
l4 este latura patratului inscris in cerc), combinata cu inegalitatea mediilor
4*.AB-BC-CD-DA< (AB+ BC+CD+ DA)*.

DNota Redactiei.



172 ARTICOLE §I NOTE MATEMATICE

4. INEGALITATEA LUI HAYASHI PENTRU UN POLIGON

Identitatea din Propozitie poate fi usor generalizata astfel:

Daca p,ay,as,...,a, sunt numere complexe distincte doud cate doud
atuncs
1 A A A
= 42 4y
(p—a))(p—az)...(p—an) p-a1 p—ay p—an
unde )
A= — .
I (& —a)
i=1,ik

Obtinem astfel inegalitatea lui Hayashi pentru un poligon:
Teorema. Daca P este un punct in planul poligonului A1As ... Ay,

atunci
n

PAy-PAy-...-PA;—1-PAi1q-...- PA, > 1
— AzAlAzA2AzAz—1AzAz+1 o AGA, T '
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Este binecunoscuta urmatoarea proprietate:
Un triunghi ale carui lungimi ale laturilor a,b, c verifica relatia
a—b b—c c—a

=0
c a+b

este isoscel.
Aceasta a fost Inseratd in multe culegeri de probleme si manuale. Ea
poate fi generalizata utilizand identitatea urmatoare:
Propozitie. Fie a,b,c € C* i n € N*. Atunci
a®—=b bt —-c* —-a" a—Db)(b—c)(c—a o
@=Hb-ae=a) e

c + a + b - abc
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