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Abstract. This note points to a generalization of problem 6 from the
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In nota de fata ne propunem sa prezentam un rezultat mai general decat
cel dintr-o problema de geometrie propusa la a sasea editie a Olimpiadei
Europene de Matematica pentru Fete (EGMO 2017), desfagurata in Elvetia.
Tata enuntul problemei.

Problema 6, EGMO 2017. Fie ABC un triunghi ascutitunghic in
care orice doua laturi au lungimi diferite. Simetricele centrului sau de greu-
tate G si ale centrului O al cercului sau circumscris fatda de laturile BC, CA,
AB sunt notate G1,Go, Gs si, respectiv, O1, Oz, 03. Ardatafi ca cercurile cir-
cumscrise triunghiurilor G1GoC, G1G3B, GoG3A, 010,C, 01038, O203A
si ABC' au un punct comun.

In continuare, vom enunta si demonstra un rezultat important, cunoscut
in literatura de specialitate ca punctul anti-Steiner al unei drepte.

Teorema 1. Fie o dreapta d ce trece prin ortocentrul H al triunghiu-
lui ABC si a',V,c simetricele dreptei d fatd de laturile BC', C A, respectiv
AB. Atunci dreptele o', b, c sunt concurente intr-un punct aflat pe cercul
circumscris triunghiului ABC'.

Demonstratie. Vom incepe prin a enunta un rezultat important privind
ortocentrul unui triunghi.

Lema Simetricele A', B',C" ale ortocentrului H al triunghiului ABC
fata de laturile BC, C'A respectiv AB se afla pe cercul circumscris triun-
ghiuluz.

B'

C
A
Demonstratia lemei. Se cunoaste ca, prin simetrie fata de o dreapta g,
o dreapta d si simetrica acesteia d’ formeaza, fiecare, cu dreapta de simetrie
unghiuri congruente. De asemenea, orice unghi se transforma prin simetrie

fata de o dreapta intr-un unghi congruent cu cel dat.
Astfel, xBHC = <BA'C' (deoarece xBA'C este simetricul lui xBHC
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fata de dreapta BC'). Cum m(<tBHC') = 180° —m(<xA), BA'C' A este patru-
later inscriptibil, deci A’ se afla pe cercul circumscris triunghiului ABC' (pe
care il notam cu C(ABC)).

In mod analog punctele B’ i C’ se afla pe C(ABC). O

Conform Lemei avem A’ € d/, B ' € V/, C' € ¢.

Fie {P} =d' NV, {A1} =d' Ndsi {B1} =V Nd. Atunci m(xA4,;A’'B) =
= m(sA1HB) = m(sB1HB') = m(PB'B), deci BA'PB’ este patrulater
inscriptibil. Astfel, P € C(ABC).

In mod analog, considersm {P;} = a/ N ¢ si demonstram ci CPAC
este patrulater inscriptibil, deci P; € C (ABC).

Observam ca punctele P gi P; se afla la intersectia C (ABC') cu o’ i sunt
diferite de A’, de unde rezultd ca P = Py, deci o’ NV N = {P} € C(ABC),
ceea ce incheie demonstratia teoremei 1. |

Punctul P astfel construit se numeste punctul anti-Steiner al dreptei d.
Motivatia denumirii pentru punct anti-Steiner al unei drepte este ur-
matoarea:

e Simetricele unui punct () aflat pe cercul circumscris triunghiului ABC
fata de laturile triunghiului se afla pe o dreapta ce trece prin ortocen-
trul triunghiului ABC si care se numeste dreapta Steiner a punctului
Q@ 1n raport cu AABC.

e In Enciclopedia Centrelor Triunghiului [3], punctul Steiner este de-
terminat astfel: Fie L punctul Lemoine (punctul Grebe), O centrul
cercului circumscris triunghiului ABC' si g, lp, [ simetricele dreptei
OL fata de dreptele BC, C'A, respectiv AB. Daca {D} = I, N,
{E} = 1Ny, {F} = la N1, atunci dreptele AD, BE si CF sunt con-
curente, iar punctul de concurenta se numeste punctul lui Steiner.

O consecinta a Teoremei 1 este urmatorul rezultat.

Teorema 2. Fie un punct X situat pe o dreapta d ce trece prin orto-
centrul H al triunghiului ABC' si X1, X9, X3 simetricele punctului X fata de
laturile BC', CA, respectiv AB. Atunci punctul anti-Steiner al dreptei d se
afla pe cercurile circumscrise triunghiurilor XoAX3, X1 BXs si X1CX3.

Demonstratie. Fie P punctul anti-Steiner al dreptei d. Atunci

m(sX;CXy) =2m(sBCX) 4 2m(xXCA) = 2m(xBCA) (1)
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(am tinut cont de simetriile lui CX fata de BC, respectiv C'A) si
m(¥X,PXy) = m(3A'PB') = 180° — m(3 A'BB/) =
= 180° — 2m(xCBB’) = 180° — 2(90° — m(xxBCA)) = 2m(<BCA)
(am tinut cont de simetria lui BX fata de BC).

Conform cu (1) si (2) rezulta ca X7 PX,C' este patrulater inscriptibil,
deci P € C(X1BX>).
Analog P € C(X3AX3) si P € C(X1CX3). O

Rezolvarea problemei EGMO 6.

Se observa ca OG este dreapta lui Fuler, deci dreapta trece prin or-
tocentrul H al triunghiului ABC si, conform Teoremei 1, putem considera
punctul anti-Steiner P al dreptei lui Euler. Avand in vedere Teorema 2, cer-
curile circumscrise triunghiurilor G1G2C, G1G3B, GoGsA, O10,C, 01038,
0503A si ABC se intersecteaza in punctul P.
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