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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

FORMA CAVNONICA JORDAN PENTRU MATRICE
PATRATICE DE ORDINUL DOI

ALEXANDRU BALTARIGAY si ANCA BALTARIGA?

In cele ce urmeaza prezentam o scurta introducere in teoria formei
canonice Jordan. Ne rezumam la cazul matricelor patratice de ordinul doi cu
elemente numere complexe.

Fie A = (aij);ijef1,2y € M2(C). Notam cu Spec(A) multimea valorilor
proprii ale lui A, adica radacinile ecuatiei

al] — T ai2
a1 az — T

= 0.

Valorile proprii ale matricei sunt numerele complexe ¢ pentru care sis-
temul

(a11 — )z +apy =0
agx + (age — )y =0

are solutii nenule, adica numerele complexe ¢ pentru care exista un vector
nenul v € My 1(C) astfel incat Av = cv.

Propozitia 1. Fie A € M3y(C), A # Oy o matrice nilpotentd. Atunci
exista S € Mo(C) inversabila astfel incat

w1 (00
A=S (1 O)S.

Demonstratie. Deoarece A este matrice nilpotenta deducem ca det(A) =

Tr(A) =0. Fie A= (2 Z) cua+d=0siad—bc=0.

Dacd ¢ = 0 rezultd cdi a =d =0 gi b # 0. Consideram S = (2 é) €
b

GLo(C). In acest caz se verifici usor ci
(00
SAS™ = <1 NE

0 ?) € GL5(C). Se verifica din nou ca

(00
sas= (1 1),
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Propozitia 2. Fie A € M3(C) cu Spec(A) = {A\}, A # NIy, unde
A € C. Atunci exista S € GL2(C) astfel incat

i (X0
A=S§ (1 A>S.

Demonstratie. Evident, A — ATy # Os.
Mai intai aratam ca A — AZ, este matrice nilpotenta. Fie a o valoare

proprie a lui A — AZ;. Rezulta ca exista v € My 1(C), v # (8) astfel incat

(A—MIz)v = av. Atunci Av = (A+a)v. De aici rezulta ca A+« € Spec(A),
prin urmare « = 0. Cum valorile proprii ale lui A — AZy sunt egale cu 0
rezulta ca A — A7y este matrice nilpotenta.

Folosind Propozitia 1 obtinem ca exista S € GLo(C) astfel incat A —

00 A0
_ o-1 5w A g—1
AL, =S (1 O> S, de unde rezulta ca A =5 (1 >\> S.

0) reprezintd forma

Definitie. In ipotezele propozitier 2, matricea (1 A\

canonica Jordan a lui A.
Propozitia 3. Fie A € M2(C) cu Spec(A) = {A1, A2} unde A\, Ay €
C distincte. Atunci exista S € GLo(C) astfel incat

A=g! <A01 AO2> S,
Demonstratie. Deoarece A; este valoare proprie a lui A, oricare ar fi
i € {1,2} rezulta ca exista v; € My 1(C), v; # (8) astfel incat Av; = \v;,
oricare ar fi i € {1,2}, (x).
Fie v = (i;) si vy = (g;) . Consideram T = (xl yl) . Aratam ca

T2 Y2
T este matrice inversabila.

Presupunem prin reducere la absurd ca det(7") = 0. Atunci coloanele
lui 7" sunt proportionale, deci exista ¢ € C astfel incat vy = cvy. Prin urmare
Avy = cAvy. De aici rezulta ca Aove = cA\jv1, deci Agcvr = cAqiv1.

Astfel obtinem ca
0
()\1 - )\2)01)1 = <0> )

Dar A\ # Ao gi v1 # <8> Rezulta ca ¢ = 0, deci vy = (8) — contradictie.

A1 0O

Fie S = T~!. Verificaim ca AT = T
0 Ao

a b
<c d)' Avem

) . Consideram A =
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AT — (@r1+ bry ayr+by2\ _ (Arr Aoy _ T A1 0
cry + dxg cy1 + dyg )\1%2 )\2y2 0 )\2 ’
(penultima egalitate se deduce din (*)). Asadar,

A=g1 <A1 0)5.

0 A2

Definitie. In ipotezele propozitiei 3, matricea (01 S) reprezinta
2

forma canonica Jordan a lui A.
Aplicatii
Problema 1. (Olimpiada Nationala de Matematica, Etapa Nationala
2016) Fie A € M3(R) o matrice care satisface conditiile
det(A20M — 7)) = det(A20M + T,) i det(A?016 — T,) = det(A2016 + 7).
Demonstrati ca
det(A" — T) = det(A" + Iy)

pentru orice numar natural nenul n.

Solutie. Daca A este de forma aZs rezultd imediat ca o = 0, deci
A = O,. In acest caz se verifici imediat ci det(A” — Tp) = det(A" + Io)
pentru orice numar natural nenul n.

Daca A are o singura valoare proprie A si A # A\Z, atunci exista S astfel

incat
a1 (A0
A=S <1 \ S.
Din det(A?014 — 7,) = det(A?°'* + T,) rezults ca

3 )\2014 -1 0 _ )\2014 + 1 0
det(S 1 (2014)\2013 )\2014 _ 1> S) = det(S 1 (2014)\2013 )\2014 + 1) S)?

de unde rezulta ca (A2 — 1)2 = (\201 4 1)2. Astfel deducem ca A =

0. Atunci (\" —1)%2 = (\" + 1)2 pentru orice n numar natural nenul. Deci,
det(A™ — Zy) = det(A™ 4+ Z,) pentru orice numar natural nenul n.
Daca A are doua valori proprii distincte A1, Ao atunci exista S € GLo(C)

astfel incat
1 (M0
_g-1(M
A=S < 0 )\2> S.
Din det(A2014 — 7,) = det(A?9 + T,) rezulta ca

(AP -1 0 _ S (AP 4 0
det(S ( 0 )\%014 -1 S) - det(S 0 )\3014 41 S)v

de unde rezulta ca
()\12014 o 1)()\22014 _ 1) — ()\12014 + 1)()\22014 + 1)‘

Deducem ci A\ 20 4+ \p20M = 0.



FORMA CANONICA JORDAN PENTRU MATRICE PATRATICE DE ORDINUL DOI 457

Analog obtinem c& A\ 2016 4+ 152916 — 0. Daci \; si A9 sunt nenule atunci

A2 = X\o? de unde rezultd ci \; = Ay = 0, ceea ce reprezinta o contradictie.
Prin urmare A\; = Ay = 0 — contradictie cu Ay # As.

Problema 2. (Olimpiada Nationald de Matematica, Faza Judeteana
2016) Fie A € My(C), astfel incat

det(A? + A+ 1) = det(A%> — A+ Tp) = 3.
Demonstrati ca
A%(A% + T,) = 2T,.
Solutie. Daca A este de forma aZy obtinem
(@®+a+1)?=(?—-a+1)?=3.

Cum (o + a+1)? — (a® — a + 1)? = 0 rezulti ci a(a?® + 1) = 0, deci
a € {0,i,—i}. Niciuna dintre aceste valori nu verifica egalitatile.
Daca A are o singura valoare proprie A si A # A\Z, atunci exista S astfel

incat
(N0
A=S (1 3 S.
Din det(A? + A + T,) = det(A% — A + T,) = 3 rezults ca

(A A+ 0
1 _
det(S ( 2A+1 )\2+>\+1>S)_

2 _
_ dot(5-! <)\ A+1 0 >5)

22A—-1 AN —-)X+1
de unde rezulta ca
A2+ A+1)2=(N\2 - r+1)° =3

Am aratat mai sus ca nu avem solutii.
Daca A are doud valori proprii distincte A, A2 atunci exista S € GLo(C)

astfel Incat
a1 (M O
A=S8 ( 0 A S.

Din det(A% + A + Z5) = det(A%? — A + Ty) = 3 rezulta ci

(MM 0 B
det(S < 0 N A 4 1 ) =
(A2 =+ 0
_ 1 1 1 _
= det(S ( 0 >\2—)\2+1>S)_ !

de unde rezulta ca
MM+ 2+ X+D) =N =M +1D)(A2 =X +1)=3. (s5)
Efectuand inmultirile si reducand termenii asemenea obtinem ca

(A 4+ X2) (A A2 +1) =0.
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De aici rezulta ca Ay = —A1 sau A Ao = —1.
Daca Ay = —A\; atunci (xx) devine M+ a2 =04 02 =2
Daca A2 = —1 rezulta cd \g = ;—11 Inlocuind in (#x*) obtinem A2+

)\%2 = 2. Deci (N — )\%)2 = 0. Prin urmare \;? = 1. De aici rezulti ca
AT =Xt A7 =2,

Asadar, M* 4+ A% = Aot + Ao? =2, (k% %).

Atunci

2/ A2 a1 (M0 M2+l 0 -
A(A —i—Ig)—S (O )\22 0 )\22_'_1 S =215,

tinand cont de relatia (x * *).

Problema 3. (Olimpiada Nationala de Matematica, Etapa Nationala
2011) Fie A, B € M(C) cu proprietatea A? + B? = 2AB.

a) Aratati ca AB = BA.

b) Aratati ca Tr(A) = Tr(B).

Solutie. a) Din A2 + B? = 2AB deducem ci (A — B)? = AB — BA.

Daca A — B este de forma aZy atunci (A — B)? = a?Z,. Cum Tr(AB —
BA) =0 rezulta ca « = 0 deci AB = BA.

Daca A— B are o singura valoare proprie A §i A— B # A, atunci exista

S astfel incat
a1 (A0
A—B=S <1 A) S.

Rezulta ca

2X A2

Cum Tr(AB — BA) = 0 rezulti ca A = 0. De aici rezults ci (A — B)? = Os,
deci AB = BA.
Daca A— B are doua valori proprii distincte A1, Ao atunci exista S astfel

incat
1M O
A—-B=S (O o S.

(A-B)?=5" (Az O) s.

Rezulta ca

U amet (MO
SAS~! - SBS _<0 Az>'

Mai mult,
SA*S™t 4 SB*S™! =25AS1SBS™.
Notim C = SAS~! si D = SBS~!. Avem

/M0
C_D_<o >\2>

C? + D* =20D. (%)

si
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Atunci C = D + (%1 f) Inlocuind in (%) obtinem
2
A0 MEOON (A0
D(o M>+<o Af)‘(O ) P
Considersm D = (¢ Z . Rezultd cd a\ + A2 = a\y si dho + o2 = d)s.
Astfel obtinem ca Ay = Ao = 0 — contradictie cu A1, Ao distincte.

Agadar, AB = BA.
b) Am aratat la punctul a) ca A — B = O, adica exista S astfel incat

o1 (00
A-B=S Q 05

De aici rezulta ca Tr(A — B) =0, deci Tr(A) = Tr(B).



