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Gyuri lasa in urma un standard de perfectiune greu de atins, stabilit
prin exemplul sau personal, iar la nivel concret, probleme elegante si articole
valoroase, scrise cu mult talent pedagogic si care sunt menite sa trezeasca
interesul pentru matematica si altor generatii de copii olimpici.
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Abstract. In this paper we investigate for which values of a positive
integer parameter n a certain symmetric inequality in three variables holds.
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La demonstrarea inegalitatilor conditionate cu ajutorul multiplicato-
rilor lui Lagrange rezolvarea sistemului de ecuatii ce apare este de multe ori
dificila. Nu totdeauna este insa necesar ca sistemul sa fie rezolvat complet.
Un exemplu in care este suficienta cunoagterea unei proprietati a solutiilor
sistemului se gaseste in [1], pg. 287. In cele ce urmeaza apare o situatie
asemanatoare.

Fie n un numar natural nenul. Vom studia inegalitatea

T Y z 3
+ + S 5
142 1+y® 1427 2
unde z,y, z sunt numere reale pozitive care satisfac conditia zyz = 1.

Pentru n = 4 se obtine problema 27244 din GM-B, nr. 6-7-8/2016 [2].

Demonstram urmatoarea

Propozitie. Inegalitatea (1) are loc pentru orice z,y,z > 0 cu zyz = 1
daca i numai daca n € {2,3,...,11}.

Demonstratia se va baza pe doua leme. Pentru n € N* si x,y,z > 0 fie

T Yy z
T,Y,z) = + + .
W@y 2) =T m e T
Notam A = {(z,y,2) € R®|z,y,2z > 0,2yz = 1}.

Lema 1. Pentru orice numar natural n > 2 exista (xg,yo,20) € A
astfel incat fn(xo,y0,20) = max{ fn(z,y,2) | (z,y,2) € A} sizo <yo < Zo-l

Demonstratie. Fie n € N, n > 2. Daca alegem (z,y,2) € A cuxz < g’

(1)

atunci cel putin una din celelalte doua variabile, de exemplu z, va fi mai

1)Profesor, C. N. ,,Samuel von Brukenthal”, Sibiu, martinbottesch@yahoo.com
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. 1 z 1 .
mare ca 3. Atunci < =, < — < = gi, cum ,
14 2n 9" 1+ 27 z 3 14 yn
13 3
rezultd f(z,y,2) < — < = = fu(1,1,1). Dacad una din variabile este

9 2 )
mai mare ca 81, atunci alta este mai mica decat 9 si se ajunge la acelasi

1 3
rezultat. Astfel, pentru orice punct (z,y,2) € A\ B, unde B = [5,81} ,

avem f,(x,y,2z) < fn(1,1,1). Cum multimea A N B este compacta si f,
continua, restrictia lui f, pe AN B are un punct de maxim in AN B. Un
punct de maxim al restrictiei este insa, in situatia data, totodata punct de
maxim pentru f,, in A. Datorita simetriei functiei f,, se poate alege un punct
de maxim (zg, yo, 20) astfel incat xo < yo < zp. O

Lema 2. Fie n > 2 un numar natural. Daca (z9,y0,20) € A astfel
incat fn(zo,yo,20) = max{fn(z,y,2) | (x,y,2) € A} st v90 < yo < 20, atunci
o = Yo-

Demonstratie. Fie L, = f, — Ag functia lui Lagrange, unde g(x,y, z) =
=xyz—1,x,y,2 >0, 81 A € R. Sistemul de ecuatii atagat (cu necunoscutele
x,y,z,\) este

88[;” (z,y,2) =0, 88_1?;”(%%2) =0, %(ﬂc,y, 2) =0, g(z,y,2)=0.

1—(n—1)a"
(14 2m)?
Procedand la fel cu celelalte ecuatii, sistemul devine

1—(n=12" X 1—-Mm-1y* X 1—(n—-12" A

1
Prima ecuatie este = A\yz, unde yz poate fi inlocuit prin —.
T

I+27)2 27 (I+y)? oy 1+ 2 (2)
ryz = 1.

Intrucast functiile f,, si g sunt definite pe multimea deschisd D = (0, 00)3
si gradientul Vg = (yz, zz, xy) nu este vectorul nul in niciun punct din D,
pentru orice punct de extrem (z,y,z) € A al lui f, exista A € R astfel incat
(x,y, 2z, A) sa fie solutie a sistemului (2). Constatam ca intr-un asemenea caz
x,y, z sunt solutii ale aceleiagi ecuatii (in ¢):

t—(n—1)t"+!

=\ t>0). 3
t—(n—1)t"+! 1
————~— are zeroul a, = )
(1+tn)2 n—1
Functia h,, este pozitiva pe (0, ay,) si negativa pe (a,,o0). Derivata ei

Functia hy, : (0,00) = R, h,(t) =

(n— 122" — (n® +2n — 2)t" + 1
(1+1tm)3

Mo () =
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are in intervalul (a,, c0) un singur zero b,. (Pentru a vedea aceasta inlocuim
in bl (t) =0 pe t" cu s. Ecuatia de gradul doi in s obtinuta are solutii reale,

pozitive si distincte, ale caror produs este De aceea, exact una

(n—1)%
dintre ele este mai mare ca T Valoarea corespunzatoare a lui ¢ este mai
n J—
1 , 1—n
mare ca { = ap.) Cum hl (1) = 5 < 0, avem b, > 1. Pe (an,by)
n —

functia h,, este strict descrescatoare si pe (by,00) strict crescatoare.

Fie (0, Yo, 20) un punct de maxim al functiei f,,, cu o < yo < z9. Daca
xo = Yo = 2o = 1 afirmatia lemei are loc. Daca (zg, yo, 20) # (1,1,1), atunci
xo < 1sizg> 1. Cum zp i zp sunt solutii ale lui (3), rezulta ca aceasta
ecuatie are o solutie t; € (0,1) si o solutie 5 € (1, 00).

h, Din proprietatile functiei h,, dedu-
cem A € (hy(1),0), t1 € (an,1),
to € (by,00), iar ecuatia (3) nu are
in acest caz alte solutii pozitive (a
se vedea figura). Cum z < yo < zp,
apar cazurile zg = yg = t1, 29 = to
§1 o = tl, Yo = 20 = tQ. Ardtam ca
numai primul poate avea loc, ceea
ce va incheia demonstratia lemei.

[
\\ )
o~

Egalitatea hy,(t1) = hy(t2) se scrie

h(l—(n— i) ta(1—(n—1)13) (4)
(1172 1+

Din t9 > 1 rezulta 1 — (n —1)t5 < 0, si cum ¢; < tg, avem to(1 — (n—1)t5) <
<t1(1 — (n—1)t3). Astfel obtinem din (4)

il —(n—1tg) _t(l—(n—1)t5)
(1+17)? (1+5)?

()

Din (5) obtinem dupa eliminarea numitorilor si ordonarea dupa puterile
lui t9
(n=DtF =" — (n— D" +n+ Dty + 65" + (n+ 1)t7 > 0. (6)
Functia de gradul doi
(u) = ((n — DtF — Du? — (n— D" + n+ Du+ 7" + (n + 1)t}
are coeficientul dominant pozitiv, caci (n — 1)t —1 > (n — 1)a, — 1 = 0.
nHn+1

Zerourile functiei ¢ sunt uy = 7, ug = m sl avem u; < 1 < ug.
1
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o . . . th+n+1
Acum (6) ne da ¢(t5) > 0, ceea ce implica t5 > ua, deci t§ > Nt
1

£ 4 (n+ 1)t} (n+ 1)t}

(n—1)t7 —1 (n—=1)t7 —1
Presupunem acum ca ar avea loc cazul xg = t1,50 = zp = t9. Din

tito > 1 i t9 > 1 rezulta tlt% > 1, deci zgyozo > 1, contradictie. Ramane

cazul zg = yg = t1, 29 = to. O

> 1, adica tity > 1.

iar de aici ¢7't5 >

Demonstratia Propozitier.

1° Aratam ca daca n € {2,3,...,11}, atunci inegalitatea (1) are loc
pentru orice x,y,z > 0 cu zyz = 1.

Cazul este evident, intrucat din 2z < 1+2? si analoagele rezulta

ca fiecare fractie are cel mult valoarea —.

Fie in continuare n > 3. Notam cu (xg, yo, z0) un punct de maxim al lui
frnin A cu xzg < yo < 2z9. Conform Lemei 2 putem inlocui pe yg cu xg, deci
1
n—1
Daca xg = 1, atunci yp = 2o = 1, iar inegalitatea (1) are loc cu semnul egal.

1 . . . ¢
20 = ok Din demonstratia lemei rezulta ca =g € (a,, 1], unde a,, = ¢

1 3
Daca zp € (an, 1), trebuie demonstrat ca f, xo,xo,—Q) < 3 Este deci
x

0
suficient sa demonstram ca

2x 22 3
1+ an * 1+ x2n = 2’

Dupéa inmultirea cu numitorul comun inegalitatea (7) devine
33m — 273172 42t 4 320 222072 4 30" — 42 +3 >0, VY € (ap,1).
Polinomul din membrul stang al acestei inegalitati are radacina 1, la fel
derivata sa, deci polinomul este divizibil prin (z — 1)2. Dupa impartire (care

se poate face cu schema lui Horner) inegalitatea devine
(x —1)%*pu(x) >0,

Vz € (ap,1). (7)

unde
pr(x) = 323772 4 623773 4 73 £ 8230 4 (n 4 3)2? 4 na? T
4z 2 na? B4 (n—2)2? A (n—4) 2?0 4. L (—n+6) 2" (—n+4) 2"+
+(=n+5)2" 2+ (—n+6)2" 3 + (—n+ 2"+ ..+ 2?+ 22 + 3.
Demonstram ca, oricare ar fi n € {3,4,...,11}, avem p,(x) > 0 pentru
orice z € (ap,1).
Cazurile ‘ n=3,4,5,6,7,8 ‘ Avem
3(2) = 327 + 62° + 325 + 32% + 323 + 2% + 22 + 3,
pa(z) = 3210 + 627 4 728 + 427 + 425 + 425 4 22* + 22 + 22 4 3,
(z)
()

3

ps(z) = 3213 46212472 +8210 4529 +- 528 +- 5274320 +-2° —at + 22+ 20+ 3,
pe(x) = 3210 4+ 621° + T2 + 8213 + 9212 4+ 621 4 6210 + 627 4 428 + 227 —
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—22° — 2t + 2% + 22 + 3,

pr(z) = 32 + 6218 + 7217 + 8216 + 9215 + 10214 + 7213 + 7212 + T2+
+5210 + 329 4+ 28 — 27 — 325 — 225 — 2t + 22 4+ 22 + 3,

ps(z) = 3222 + 6221 + 7220 + 8219 + 9218 + 10217 + 11216 4 8215 + 8214+

+82 B+ 6212+ 4t 4 2210 — 228 — 427 — 326 — 225 — 24 224 22 + 3.

Se constata usor ca aceste polinoame iau doar valori pozitive pentru
orice x € (0,1). Primele doua polinoame au doar coeficienti pozitivi. In
cazul lui ps este suficient si observam ca —z* + 22 > 0, iar pentru pg ci
—22° — 2+ 22+ 22 > 0. In cazul lui pr avem 28 — 27 — 320 — 22° — 2% + 22 +
+22 +3 = (x — 1)(2" — 32° — 5x* — 623 — 622 — 5z — 3) > 0, intrucat ambii
factori sunt negativi. O descompunere asemanatoare este posibila si pentru o
parte din termenii lui pg: 4!t +2210 — 228 — 427 — 326 225 — 2t + 22+ 2243 =
= (v — 1)(42° + 62° + 62° + 427 — 325 — 52t — 623 — 622 — 5x — 3) > 0.

Pentru a demonstra pozitivitatea polinoamelor pg, p1g, p11 mai facem
un pas pregatitor. Scriind polinoamele, observam ca ultimii 8 termeni sunt
aceiagi:

po(x) = 3% 4 622 4 72 4+ 822 + 92 + 1022 + 11219 + 1228 + 9217+
+ 9216 4 9215 4 721 4 5213 4 3212 4 2t — 210 320 — 5a® — 42—
—3x6—2x5—x4—|—x2—|—2x+3,

pro(z) = 32%8 + 6227 + 722° + 82%° 4 922 4 102% + 11272 + 12221+
+132°°+ 102" 4 102'® 4+ 102" + 82'% + 62" + 42! 4 22'% — 2211 -
— 421 —62° — 52 — 42" — 325 —22° — 2t + 2? + 22 + 3.

p11(z) = 323 4 62%0 4+ 72 + 8228 + 9227 + 10220 4 112% + 122 + 1328+
+ 1422 4+ 1122 + 1122 + 1121 + 928 + 7217 4+ 5216 4 3215 4 24—
— 2B 3212 — 5t — 7210 — 62% — 52® — 427 — 320 — 225 — 2t 4+ 2%+
+ 2z 4 3.

Vom nota P(r) = —5z8 — 427 — 320 — 225 — 2% + 2% + 22 + 3 5i vom
transforma acest polinom, cuprinzand fiecare termen negativ (in plus unul

cu z'1) in cate un patrat. Din termenul liber 3 vom folosi doar 7 iar pe 2z
1 q . n 3z n 9z
il vom decompune in — + — + —.

P 25 10
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32 152 (2 \* 1521
_ A

4 9y

9z 27z 8l (1 6>2 81213

olr g6) o

10

2% — 628 = 922 é —2%) —9x!,

727 28t 2827 (1 \? 28«0
5 5 5 \2 5
(Explicatie: cazul n = 11 fiind cel mai dificil de demonstrat, au fost
formate patrate ale unor binoame de tipul ¢ — 2™, unde a este in apropierea
lui 0,84; a se vedea mai jos demonstratia pentru n = 11.) Expresia

A 1 0\ 15z /2 \* 8lz (1 4\°
— (= 20 [ = — il (S il (e
Q(z) <2 x>—|—x(2 :c>—|— 1 \5 ¢ +10 37 +
1 2 9847 (1 2
2( - _ .6 aor 24
+9x (3 x) + 5 (2 x)

este pozitiva pentru orice z € (0,1). Avem

28x1° 8lz'? 372!l 11
P(z) = - _ 9zt 920 4 o
(x) = Q(x) : 9z 10 + 50 v+ (8)
Cazurile |n = 9,10 | Introducand expresia lui P(z) din (8) in pyg si pio,
obtinem

po(z) = Q(x) + 322 + 62 + 72% + 8222 + 922 + 1022+

17
+112" + 12218 + 9217 4 9216 + 35&5—

31 57 11
—2zt — 1—05613 + 3212 + 2—05011 — 219 — 52 + T
pro(z) = Q(x) + 322 + 6227 + 7220 + 822 + 92 + 1022 + 11222+
2
+122% 4 132%° + 102 + 1028 + 10217 + 8216 + 53;15—

61 3 11
— 514 '3 ot — 4210 849 + .

100 20 4
- . . u Sl g3
In cazul lui pg, cum pentru orice z € (0,1) avem —2z'* — 0% +
57 5\% 25 _ —25
312 2011 0_10 —~1.12 18_5 9:12 9 __ 7 _ 7>

+3x —|—20:c >0, =7 > , 12z T x 21 R AR
. 25 11 o .
iar —1 — I + ik 0, rezulta ca pg(x) > 0 pentru orice = € (0, 1).

In cazul lui pyo, pentru orice z € (0,1) avem

2
2
3228 4+ 6227 + 922% — 514 > 18228 — 514 =18 (:1:14 - 3—56> — 7_2
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1 2y
726 4+ 8225 — (1;—0:1:13 > 15226 — 7213 = 15 (x13 — %) — —9

60’
EEIRTR 1
20" 20’ )
2 4
13220 + 102" — 4210 > 23220 — 4210 = 23 (:1:10 - §> ~ 53
1\? 4
1028 + 10217 — 829 > 2021® — 829 = 20 (::;9 - 5) =t

. 25 49 3 4 4+11>0 It o () > 0 ; .
si cum ——2 50" 23 512 , rezultd i po(x pentru orice
z € (0,1).

Cazul [n = 11| Folosind acum (8) pentru pi;, avem
pii(z) = Q(z) + 323 + 623 + 722 + 8228 + 9227 4 10226 + 112

+120% +130% + 142 + 112 + 112 + 110" + 921 + 7217 (g

16 15 14 13 12 11 10 9
+ox — —5 '’ —8xr " — —10$ —3x° — —20$ —T7x" —8x” + —4 .

Este suficient sa aratam ca p11(z) > 0 pentru orice z € (a1, 1). Din ine-
galitatea mediilor avem 323! 4 6230 4 7229 > 33/1262%° > 152%°. Consideram

9
mai Intai x € (a1, 10) Avem
822 + 9227 = 172% + 9(2®" — 2%%), 10270 + 112% = 2127 + 11(2® — %)
12074 +132% = 2522 +13(2® —2*), 14x22+11x21 250%2 411 (2 —2?2),
1122 + 112" = 22220 4 11(2" — 2%,
9218 4 7217 4 5210 = 21218 4 7(217 — 218) 4 5(210 — 219).
Functiile de tipul 2™ — ™! isi ating maximul pe (0,1) in %, iar
m
9
pentru m > 10 numarul este mai mare decat 10" Toate functiile de
acest tip care apar mai sus, la fel si ' — 28, sunt strict crescatoare pe

9 9
[an, 10>, prin urmare pentru orice x € (an, 10) avem

9(z?" — 2%8) > 9(a3] — a2%) > 0,005, 11(z® — 22%) > 11(a?} — a3$) > 0,011,

13(z® —2*) > 13(a¥ —a?) > 0,019, 11(z* —2%2) > 11(a}] —a??) > 0,025,

11(z" — 22 > 11(ad} — a29) > 0,038,  7(z'" — 2'®) > 7(all —al}) > 0,037,
5(z'% — 218) > 5(alf — al?) > 0,060.

Cum 0,005+0,011+0,019+0,025+0,038+0,0374-0,06 = %, obtinem
din (9)
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13
p11(z) > Q(x) + | 15239 — Exls’ + (22220 — 721%) 4 (2128 — 827) +

63 91 11 39
17 28 25 22_8 14 11 21 26 25 24 13 3
—I—( TP +200 € 20:1: +{212=° + 252 10:1: +— —1-200

Cu binoamele din primele trei paranteze formam patrate:

13 13\? 169

15230 — 22,15 _ 15 _ _ ’

TR T 150 1500
7\2 49 4\?% 16
29 20 10:22 0 ° _ Y 21 18 =21 _ I
o -g) s 2t -8’ “oo) Ta

63
Fie  qi(z) = 1722 + 25222 — 824 — Q—Oxll,

91
q2(z) = 21220 + 25224 — 1—05013 — 3212,

Se constata ca ¢f(x) > 0,¢5(z) > 0 pentru orice z € (ay1,1), deci
derivatele ¢| si ¢, sunt strict crescatoare pe (aj1,1). Cum ¢{(0,83) < 0 si
¢1(0,84) > 0, polinomul ¢; are un (singur) punct de minim z; pe (a1, 1) care
se afla in (0,83;0,84). Deci pentru orice x € (a11,1) avem

63
q(z) > q(r) = 1728 + 25222 — 81t — — 211 >

> 17-0,83%8 +25-0,83%2 — 80,841 — — . 0,841 > —0,66.

Asemanator rezulta din ¢5(0,845) < 0si ¢ (0,85) > 0 c& polinomul ¢ are
un (singur) minim in (a;1, 1) pe care il atinge intr-un punct x5 € (0,845;0,85).
Deci pentru orice z € (a11,1) avem

91
@(z) > qo(ws) = 2125° + 2523" — —25” — 3u5” >

10
91
> 21-0,845%0 + 25 . 0,845%4 — o 0,853 —3.0,85'2 > —0,83.
169 49 16 11 39
1ta c3 o = _ - _ i
Rezulta ca p11(z) > 1500 88 21 0,66 — 083+ + 500 >0

9
entru orice x € ,
pentru orice x <a11 10>

9
10

Folosind 323! +6239 47227 > 152%° (a se vedea mai sus) si 822 + 9227 >
> 17228, 10020 4+112%° > 21226, 12224 +132% > 25224, 14222411221 > 25222,
11220 4+ 11210 > 22229 9218 4 7217 4+ 5216 > 2128, obtinem din (9)

13
pi(z) > Qz) + (159030 - gscw) + (2227 — 72'0) +

11
+ (212 — 82%) + q1(z) + q2(w) + R

Demonstram acum inegalitatea p11(z) > 0 pentru x €
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9
Binoamele din primele trei paranteze sunt pozitive in 0 i strict cres-

< 9 . . . .
catoare pe 10’ 1), deci sunt pozitive pe acest interval. Dar, potrivit celor
aratate, si polinoamele ¢ si g2 sunt strict crescatoare pe [E’ 1>, si cum

. e 9 . e 9 . o
si ele sunt pozitive in 10’ rezulta pozitivitatea lor pe E’l . Obtinem ca

9
p11(z) > 0 pentru orice x € [1—0, 1>.

Astfel am demonstrat ca pii(x) > 0 pentru orice x € (a1,1), ceea ce
incheie demonstratia etapei 1°.

2° Acum aratdm ca pentru alte valori ale lui n decat 2, 3, ..., 11 exista
x,y,z > 0 cu zyz = 1 astfel incat inegalitatea (1) sd nu fie satisfacuta.

Pentru n = 1 se poate alege © = 1 siy =2z = 2. Pentru n > 12, alegand

1
r=ye€(0,1)siz= inegalitatea (1) ia forma

;7
2 zn—2 3
<, Vv 0,1). 10
1+xn+1+x2n—2’ ‘IE(’) ( )
) 20 . . . . 1 .
Expresia g,(z) = L atinge maximul pe (0,1) in a, = —— lar
2(n—1) [ 1

acest maxim este m,, = Cum sirul (my,),>12 este strict

n n —

crescator si mio este mai mare ca 3 inegalitatea (10), si, prin urmare, inega-

1
litatea (1), nu sunt satisfacute pentru niciunn > 12 daca z = y = ay, z =

—-
an
O

Observatii. 1) Din demonstratia precedenta rezulta ca pentru orice
n € {2,3,...,11} in (1) egalitatea are loc doar pentru x = y = z = 1. Pentru
n > 12 maximul functiei f, depaseste valoarea 3 si tinde asimptotic catre 2

cand n — oco. Are loc:
Pentru orice x,y,z > 0 cu xyz =1 avem

L N
1+ 1+y® 142"

<2, VneNn>2, (11)

unde majorantul 2 nu poate fi inlocuit cu unul mai mic.
Demonstratia acestei afirmatii este simpla pe baza lemelor. Potrivit Lemei 1
exista un punct de maxim (zg, yo, z0) € A al lui f,, cu zp < yo < 29. Potrivit

Lemei 2 avem xg = yo < 1, deci zg = —. Trebuie aratat ca f(zo, o, —) < 2.
iy x
0 0
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Este deci suficient sa demonstram ca
20 x2n—2
+ 2
1+ am 1+ x“m
Dupa eliminarea numitorilor obtinem
203" — @32 92t L 9g2n g 2n=2 L 90 92 4+ 2> ().

Aceasta inegalitate este adevaratd deoarece membrul stang se poate scrie ca
o suma dintr-un numar pozitiv i numere nenegative:

2x3n + (x2n o x3n72) + (x2n o x2n+1)_’_
+(z" — 22 (2" — 2?72 4 (2 - 22) > 0.
Inegalitatea (11) nu poate fi intarita. Aceasta pentru ca, alegand in
(1) z=ye (0,1 siz=—

2 )
x
expresiei din membrul stang al acestei inegalitati pe (0, 1] (care existal) este

<2, Vze(0,1]. (12)

inegalitatea ia forma (12), iar maximul M,, al

x
mai mare decat maximul m,, al lui g,(z) = T calculat mai sus. Cum
x
my, < M, < 2 pentru orice n > 2 gi lim m,, = 2, rezulta lim M, =2. O
n—o0 n—o0

2) Inegalitatea (11) are loc si pentru n = 1, ceea ce devine evident dupa
eliminarea numitorilor. Nici in acest caz inegalitatea nu poate fi intarita
intrucat doua dintre fractii se apropie de 1 cand variabilele respective devin
foarte mari.

3) In acelasi mod, insa cu calcule mai simple, se poate demonstra:
a) Pentru n € N*, inegalitatea
x Y z t
<2
142 + 1T+yn * 1+42m * 14+t =
are loc oricare ar fi numerele reale x,y,z,t > 0 cu xyzt = 1 daca si numai
dacan € {2,3,4,5,6}.

b) Pentru orice numere reale x,y,z,t >0 cu zyzt = 1 are loc

T Y z t "
3, V N
1+x"+1+y"+1+zn+1+t"<’ nc N,

unde majorantul 3 nu poate fi inlocuit cu unul mai mic.
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