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PENTRU CERCURILE DE ELEVI

CATEVA APLICATII ALE LEMEI LUI HENSEL
L1A ToANAY

In aceast’ lectie vom prezenta o relatie utila in rezolvarea unor probleme
de teoria numerelor. Lectia a fost prezentata la tabara Gazeta Matematica
si Viitori Olimpici de la Campulung Muscel, 2015.

Formula lui Taylor pentru polinoame

Fie P € R[X] un polinom de grad n si xg € R un punct fizat. Atunci
are loc egalitatea:
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Demonstratie. Fie P(x) = by + byjz + ... + byz™. Considerand x =
n

P({L’) = P(xo) +

= (x —xp) +x0, avem P(z) = Z bi[(z — ) —i—:):o]k, unde ridicand la puterea
k=0

k paranteza dreapta si reducand termenii asemenea ai acelorasi puteri ale lui

(z — x0), obtinem pentru P(x) expresia

P(z) = ap +ai1(z — x0) + ... + an(x — 20)".

Valorile lui a;, i = 0,n, depind de b; si .

Calculand valorile derivatelor succesive ale lui P(z), avem
P'(z) = a1 + 2as(x — 20) + ... + nay(z — z0)" 1,

P"(z) = 2as + 2 - 3az(z — x0) + ... + n(n — Day(x — 20)" 2,

Derivatele de ordin mai mare decat n ale lui P sunt 0. Considerand
x = xo In relatiile de mai sus obtinem P(zg) = ag, P'(z9) = a1, ...,
P (zg) = nla,. Astfel, ay = P®)(z¢)/k! pentru k = 0,n, ceea ce finali-
zeaza demonstratia.

Lema lui Hensel. Fie f(X) un polinom monic, de o singurd variabild,
cu coeficienti intregi si p un numar prim. Fie k > 1 i a € Z astfel incat
f(a) =0 (mod p*), iar f'(a) #0 (mod p). Atunci existit € Z (unic modulo
p) astfel incat f(a+tp*) =0 (mod pF+i).

Demonstratie. Cautam t astfel incat f(a + tp*) = 0(mod p**+1). Con-
sideram b = a + tp*. Folosind scrierea in serie Taylor a polinomului f pentru
x = a+ tp* si zg = a, obtinem

"(a)

fla+ tpk) = f(a) + f’(a)tpk + T(tpk)2 + ...
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f"(a)
7!

Este usor de observat ca
si, cum 2k > k41,

fla+tp*) = f(a) + tp" f'(a) (mod p**1). (1)

Daca f(a)= 0(mod p**1), atunci, cum f’(a)#0 (mod p), unicul ¢ (mod p)
care satisface concluzia este 0.

Dacé f(a)%0 (mod pF*!), atunci existd ¢ € Z, (¢,p) = 1 astfel incat
f(a) = ¢p*. In acest caz, conform (1), congruenta din concluzie este echiva-
lenta cu

€ Z, oricare ar fi r astfel incat 1 < r < deg(f)

c+tf'(a) =0 (mod p). (2)

Din f’(a) # 0 (mod p) reiese ca f'(a) este inversabil in Z,. Astfel,

(2) este echivalentd cu t = —c(f’(a))™! (mod p), ceea ce aratd existenta si
unicitatea lui ¢ si demonstratia este incheiata. O

Observatii.

1. Demonstratia precedents arati ci daci f(a) = cp¥, ¢ € Z, iar
f'(a) # 0 (mod p), atunci solutia ecuatiei f(z) = 0 (mod p**!) este
a — cpF(f'(a))™t, adica a — f(a)(f'(a))™", unde (f'(a))~" este inversul lui
f'(a) in Z,.

2. Daci f(a) =0 (mod p*), atunci f'(a+tp*¥) = f'(a) (mod p), oricare
ar fi k € N* gi t € Z. Astfel, daca avem o solutie a; a congruentei f(a) =0
(mod p¥) si f'(ax) # 0 (mod p), atunci asy = ag — Flar)(f(ar)) " este o
solutie a congruentei f(a) =0 (mod pF*1) si f'(axr1) = f'(ax) (mod p).

Problema 1. Gasiti toate solutiile ecuatiei x> +x + 47 =0 (mod 73).

Solutie. Fie f(xr)= 2?4+ x +47. Atunci f'(z)=2x+ 1, f(x)=0(mod 7)
are solutiile x = 1(mod 7) si z = 5(mod 7), f'(1) = 3(mod 7); f'(5) =
= 4(mod 7), deci putem aplica lema lui Hensel. Notam inversul lui f'(x)
in Z, cu f'(z)~L.

Deoarece f/(1)~! =5, pentru a = 1, as = 1 — 49 - 5 este solutie modulo
72; reducand modulo 72, se poate considera as = 1.

Atunci az =1 —49-5=99 (mod 73).

Deoarece f/(5)7! = 2, pentru a = 5, ay = 5 — 77 - 2 = 47 (mod 7?),
ag = 47 — f(47) - 2 = 243 (mod 7°), deci 99 si 243 sunt singurele solutii
modulo 73.

~—

Problema 2. Demonstrati ca oricare ar fi n € N, existd a € Z astfel
incat a® —a+1=0 (mod 57).

Solutie. Problema este una evidenta utilizand lema lui Hensel, dar
destul de complicata folosind alte metode standard.

Fie f(a) = a® —a+1; f'(a) = 3a> — 1. Se observa c& f(a) =0 (mod 5)
numai pentrua = 3 (mod 5). Cum f/(3) =1 (mod 5), putem aplica inductiv
observatia 2 pentru polinomul f i numarul prim 5, deci oricare ar fi n natural,
exista a intreg astfel incat concluzia sa fie indeplinita.
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Problema 3 (Roméania TST 2014). Ardtati ca, oricare ar fi numarul
intreg n > 2, exista n + 1 numere x1,Ta,..., Ty, Tny1 in Q\ Z astfel incat

{23} + {23} + {23} + ..+ {22} = {ad 1}

Solutie. In aceasta rezolvare vom folosi si teorema lui Schur:

Teorema. Fie p(X) un polinom nenul cu coeficienti intregi. Fie S
mulfimea tuturor valorilor nenule ale lut p, in punctele intregi:

S ={p(n) #0|neN}.
Atunci, multimea tuturor numerelor prime care divid cel putin un element al
lui S este infinita.

Consideram polinomul f(X) = X3 —2. Din teorema lui Schur reiese ca
exista numere prime p oricat de mari, care sa divida anumite valori nenule
f(x), z € Z. Fie p > 23" si y astfel incat f(y) = 0 (mod p). Cum 3> =
(mod p) si f'(y) = 3y* # 0 (mod p), se poate aplica lema lui Hensel: existi
z € 7 cu proprietatea ca f(z) =0 (mod p?).

Analog vom obtine ca exista a € Z astfel incat f(a (mod p?), dec
2

existd a cu proprietatea ci a® = 2 (mod p?). Deducem { } —3}
= —. Notam z3 = 2. Din a® = (mod D ) reiese (a®)? =

. o a? 22 3 A
consideram x4 = e Obtinem = — = {zj}. Procedénd

p
asemanator, notam cu xp = , cu (a3)k_2 = 272 (mod p3), iar
p

k 2
{23} = e , pentru k =1,n+ 1.

Alegem s1 si s9 congruente cu 1 modulo p3, deci 5] = s% =1 (mod p?),

3 3
1 1
de unde {%} = {8—3} = {—3} = = si notam x; = o sl xg = 2.
p p p p p p

Urmeaza sa demonstram ca numerele xj; alese, K = 1,n+ 1, corespund
cerintei.

Cum p este prim, p > 23", nu vor exista numere egale intre ele sau
intregi.

Mai trebuie ardtat ca {23} + {23} + {z3} + ... + {23} = {23, ,}. Avem

1 1 2 22 on—2 2" 1
{33 +1}

(e + {23t +.. +{2d} = BTt tatt g
Deci, oricare ar fi numarul 1ntreg n > 2, exista n 4+ 1 numere care sa satisfaca
conditia din enunt.

Propunem inca doua aplicatii ca tema:
1. Gasiti toate solutiile congruentei 52% + 22 — 1 =0 (mod 125).
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2. (Iranian TST). Gasiti toate polinoamele f cu coeficienti intregi astfel
incat n | m daca f(n) | f(m).
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