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Abstract. The purpose of this note is to point that it is easy to overlook
that the hypothesis of a problem must be consistent: there must exist
objects which fulfill the requirements. In the end we leave to the reader
some problems related to the matter taken into consideration.
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Autorul acestei note isi aduce aminte de o lucrare pe care regretatul pro-
fesor Adrian Ghioca a prezentat-o la una din editiile trecute ale Conferintei
S.S.M. Prahova de la Sinaia. Lucrarea — inspirat intitulata ,Exista oare?* —
se referea la faptul ca ipotezele unor probleme nu sunt totdeauna consistente.

Mai precis, se definesc numere reale cu ajutorul unor relatii (egalitati
sau inegalitati), insa la o analiza mai atenta se observa ca de fapt nu exista nu-
mere cu proprietatile invocate. Profesorul Adrian Ghioca a dat exemple din
geometrie unde se cerea sa se demonstreze o anumita proprietate, in ipoteza
in care intr-un triunghi neechilateral anumite drepte sunt concurente. Prob-
lema era insa ca dreptele respective sunt concurente numai daca triunghiul
este echilateral si astfel ipoteza devine lipsita de esenta. Din algebra a fost
un exemplu de problema despre un grup cu cel putin doua elemente cu o anu-
mita proprietate, dar de fapt rezulta ca grupul este format dintr-un singur
element ...

Toate aceste probleme erau culese din reviste, culegeri sau chiar date in
concursurile de matematica.

In aceastd notd discutim urmétoarea problema care se poate gasi in ex-
celenta lucrare [1, pag. 20| scrisa de profesorii constanteni Gheorghe Andrei,
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Constantin Caragea, Gheorghe Bordea si regretatul profesor universitar lon
Cucurezeanau.

Problema 1. Daca numerele x,y, z strict pozitive i distincte satisfac
egalitatile
lg x lgy lg z
== (1)
y—z z—x xT—Y

atunci x¥y¥z2* = 1.

Asga cum este mentionat in [1], aceasta problema a fost data la etapa
locala Constanta a Olimpiadei de Matematica din 1979. Dupa o parere per-
sonala, enuntul este atragator, pare o problema frumoasa. Fiind solicitat sa
elaborez subiectele Concursului ,,Grigore Moisil“, Editia a 29-a de la Oradea
2014, am fost pe punctul de a alege aceasta problema ca subiect la clasa a X-a.
Cand sa ma gandesc la un exemplu de numere x,y, z strict pozitive si dis-
tincte cu proprietatea (1) (folosind chiar notiuni de matematica superioara),
am avut dificultati si evident am decis sa renunt la alegerea acestei proble-
me. Dificultatile au continuat, deoarece am fost concentrat inca un timp
(fara succes) in solutionarea acestei probleme. Numai recent, ca urmare a
unei inspiratii de moment, am reusit sa rezolv problema (non)existentei nu-
merelor x,y, z si ma felicit acum pentru (non)alegerea facuta. Acesta este si
motivul elaborarii acestei note.

Solutia formald a Problemei 1. Daca notam cu A valoarea comuna a
fractiilor (1), atunci

lgz=A(y—2), lgy=A(z—2), lgz=XA(z—y). (2)
Atunci
zlgr+ylgy+zlgz=dzx(y—2)+ M \y(z—2)+ Az (z —y) =0,

iar concluzia rezulta din lg (z"yY2*) = 0.0

Prin adunarea egalitatilor (2), obtinem si zyz = 1, deoarece
lgz+lgy+lgz=Ay—2)+A(z—z)+ A(z—y) =0.

Sa revenim la subiectul lucrarii noastre. Mai precis, ne punem intreba-
rea daca exista intr-adevar z,y,z > 0 (bineinteles diferite doud cate doua)
cu proprietatea (1). Dupa cum vom vedea, raspunsul este negativ si astfel
Problema 1 se poate alatura celor prezentate de prof. Adrian Ghioca, fiind
cu ipoteza fara esenta ...

Daca am presupune ca exista z,y,z > 0 diferite doua cate doua cu
proprietatea (1), atunci ar trebui sa avem si

xyz ="y’ = 1.
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Dar aga cum rezulta din Problema 2 urmatoare, in acest caz trebuie sa avem
neaparat x =y = z = 1, deci (1) este imposibila.

Problema 2. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incat
xyz =1 gi z%yYz* = 1. Atunci c =y =2z = 1.

Solutie. Definim functia f : R — R prin
ft)=a"+y' +2', teR
Cum f'(t) = 2'lnx + 3yt Iny + 2% In 2, relatiile zyz = 1 i 2%9yY2* = 1 se
scriu sub forma f/(0) = 0, respectiv f’(1) = 0.
Conform teoremei lui Rolle, exista ¢ € (0, 1) astfel incat f”(¢) = 0 sau
echivalent
2°Inz +y°In%y + 2°In% 2 = 0.
Cum fiecare din cei trei termeni ai sumei este nenegativ iar suma este zero,
trebuie sa avem
2°Inz = ¢y°In?y = 2¢In? 2 = 0,
deciz=y=2z=1. O

In final va propunem spre rezolvare un set de probleme. Poate solutia
Problemei 2 va va inspira in rezolvarea acestora.

Tema 1. Fie z, y, z numere reale strict pozitive astfel incat xyz = 1
Co22 a2 52 L
st x¥ YY" 2% = 1. Demonstrati ca t =y =2z = 1.

Tema 2. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incat x*yYz* =1
st a:znyQzZQ = 1. Demonstrati ca x =y =z = 1.

Tema 3. Fie x, y, z numere reale strict pozitive astfel incat x*yYz* =1
st x¥?y* 2" = 1. Demonstrati ca t =y =z = 1.

Tema 4. Fie a1, as, ..., a, numere reale strict pozitive astfel incat
ajag---an =1 gi af*ay?---a% = 1. Demonstrati ca a1 = ag = -+ = a, = L.
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